Jehova te bendiga! 


Capftul© 1 


Sistemas de un solo grado de libertad* 


fNTRODUCC - v ■sUisticidad estan capaciiados para leaf; movirmcnto 

. Jf sisiemas * repite de*** dc a,, deter***!* minted, uempo. 

SSJLc sc conocf como v/bradd*. U vibration e, en eenerel. tins forma de ensrijia dlnpria 
'v«„M incwivMicnie Eito a ptfticularmemc cierto en niMfomaria: dcbido a las v*ra- 
dones m “e produce tuidos. sc imimati lu dlfenmtea partes y K imsmlten fuerzes y mo.«nien«oi 
i n durables a I os objeLoi muv cemanos, 

ECU AO ON" DE MOVIMlENTO 

p „ c | imiltar [ 0S efecio; perjudiciaies de la mayor parte dc las vibradoncs. tmo dc las medlOs 
’ ™ on complete cstudto dc la eoMCita de movimiento del siswma en cuesi.on. ft» *> 

t crime" IdwS >' simplifieadc cn tenninos de metSr. M y e»^ ** 

3enlan !:r™t 5 S ^ 3 limpo o tambiin, U distaada „w 

movwenw eapresa el Uftspistaan itentr moiSmieroo v la posicion de equilibria. La pro- 

la ,'rccaeada natural, # Sftft de la '«W dc 

rnovLinicmo. 

FRECLENC1A Y PERlODO 

tn be linos de .mu* de vibradones R Uto y tonic, at. el ptriadc es clj fcmw 

S?3SbS!!!!^^ 

lipo se aplican por iguai a 3 ^tro. 

j U « la w mm 'If lm sterna wt l i cnr v i ^ ri ftn I j j™ I 1 " 

'» «•***• * - ^ ** L,enc ‘ 

V1BRAC10S LIBRE . 

VibraciGa libre es el movimiento yMr 

f»tt52 dismiauiri coa el W data 

«b w/waddii //in? UamadEL a race* wot J/rona 


3?e 


= e ^‘[Acmii^ 4- B sen i^tf) 


dondc z c 

t 


*>4 

A,B 


amplitud de la vtbfucion libre. 
factor de arnortiguamiema, 
frecueficia nisiural circulars 
freeuencia natural littiortisuada circular. 
constiiTiLe? arbstrari a*. 


'Vea^e el problems 2$) 
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srSTEVl AS Dh Li N SOLO GRaDO OL LISEJtiAO 


[CAP | 


VIBRACION FORZADA 


Cuando estan acUiando fuer/as externas, genera Lmc rate de In forma Fit) = Ftser.U ■ 
Futaatot sobre dsisiema durante su moyimlemo vibrato™, la vibration sc denomina vffrrado! 

En uno vibration forzada d sterna tenders a vibrw cn su propla frecuenciu mtmi asf 
como cambicn a seguir la frecuen^a de la ftierza de excitation. En present i a de la Price Erin, aqoella 
partc d *i movimiento que no sc maniicne por Jit Fuerza de excitation sinusoidal desapareeera gradual- 
TTitnto, Como resulted^ el sistema vibrarS en la frecuoncia de la fuer™ de ex chad 6 m sin importer las 
oondjcmnes ^nictates m la frecuentia natural del sis Lcma. pa ne dc vibration que se mantiene sa 

"• am f o_r^u^?cf del si&tema. A meuudo se require la respuesia del" 

esEado estaoinnario en cl analisis de vibraejenes tfsbido a sm efectos continues. 


Xv - 


VfS - yfi-F } 2 T tc .*) 2 


sen (at- tf), 6 — tan 1 
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don tie 5F fr 
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= nmpJilud de ia vibration del eaiado cstadonurio, 
= rtuigjiiuid de la fuerza de excitucion, 

= Constance de eiascitidyrf, 

*= mas a del sisLcnna, 

— cocficienle de amoniguarnlcnto, 
frectioncia dc la faier^u de excitation. 

= angulo de fase r 


(V«im cl problems 28) 


AMORTIGLAMIENTO 

En |p realidad, Ea mayor parte de bs SiStemaS dc mgtitieria cn client ran, dornnie su movlmienu> 
vibrato no, fKccidn o resisientia en forma de amortiguamiemo, La fried on seca dc Coulomb, d amor- 
tipamtemo magn&ico. d firnortiguamiento j merit o. la friction de Los Jluidos, el amort iguanriemo de! 
aire, etc., siempre re tarda ran d movimicclto y causa n lit desnparitidn eventual de la osdlaetdm Si ci 
amorbguamiento es foerce, eJjjioYjmjenio osdlatorio no ocurrira; sc dice emonccs que el sistema es 
sabrdeinwrttguado. Si d amorl^uamienio es pneo, la osestadon es po.^ble: se diet emonce* queel mo- 
vEmiento es subamarrfgutto, Vti sistema erft t eam ewe amortfguado es a quel en el cual Is eunltdud 
de amoruguamiemo es tal que d morimEemo resit fiance esta sobre la fmea de ] finite de ios tfos casos 
a ruen or m erne m encto na dos: c> deer, quo at poner en Jibertad la masa, esia simplemenK rrtomara 
a su postcion dc equilibno estatico. En la mayor parte de Ios problernas de vibraeifmes cl amoriiguii* 
eh icnto producjtlo por el aire es can pequeno que se despreda. salvo para casos npeciaks. 

RESONANCIA 

La resonanc u t ocurre cu aado Jfr frecdftttift ^ li excitaddn es igual a la frecuenda naiurttl del 
^tsiemi_, Cuando esio ocurrc, la amplimd de la vibradbn aumentara inddlnidamentc y estara goher- 
uflicapien;c por Lu camidad de arno^Huamienlo prescnic cn el sisiema, Por tamo, U frecuenda 
natural del sistema debe cortocose >■ escogersc con cuidado, con cl Jin de evitar Ios efectos desastrosos 
pj-L’idueidos por una amplitud may grande dc vibration cn resonancia, 

SISTEMA DE UN SOLO ORA DO DE LIBERT AD 

Muchos si stem as pueden ribrar en de una manera y dircceidn; $i un sistema est^ resiringido 
de mo,dn qbc a 6to puede vjbrar dc una manera, o si se necesica unicameme una coordenada indepen- 
diefife para'dEterminar por complcto la localize cion gcom^trica dc las masas dc] sistema cn d espacio, 
este esjin sistema de un solo grade deji.bertad. Los siguientes sistemas son de un solo grado de llbertadi 
En cl sistcma.masa-resorLe mostrado en (a figura M, si Ja ma 5a m esia rescringida a moverse 


vcrticalmentc, sc nccesita unit sola conrdenada, a(i>. para definir Ja localized un de la masa cn 
mstantc cualqinera n partir de la posieidn de equilibria esldttco, Se dice unto nets que e| sistema pn 


un grydo de Jibertad. 


U31 
posse 
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LJtvjmjeiuo 
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if i lento del 
i i6n. S] d 
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& ni i; el mo- 
I carttldisd 

dels cuscis 
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r jural dd 
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SIS T EM AS Df- VS SOLO GIUDO DE LIBfc&TAt 


CAP. I] 

c ^iifirmentc si d pen dub torsional mo Mi-ado en la flgura 1-2 esia restri ngi do 3 cellar alrededcr 
, , j| | 0 Li,udinal dd a root, la conliguraciin del sistema puede rteLermi nurse por una sola coorik- 
is n iil tsre umWn cs on sistema dc un solo grade dc libenad. 

B sistemu masa-resorte-polea de la figure 1-3 es de an solo grade de iihertad puesto quo tan.o 
f (t) como m psieden usurse para determlnar las posmones rdanvas dc las mtslSi pero *(i) J fl{() 
Q0 mucuamente in depends cutes. 

V Lean do la base al cuerpo WO ■tftf'niciiKi v, u Ttiedir, como se nuestra cn Is Wru 1-4, Eu 
, s=L rernsrida sera util nura medir el movimiemo ostilatono del cuerpo. tsio es posible encontran- 
SgSS# $ fc* i I- - f* conseeuencia. « «*» ** 

nadu. para deter mi nur la configuradfifi del sistcmu, 



: k 



Fijr.M 


m- i-a 




Fljf- 14 


MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE 

Si una parifcuta dene movirmento roetiliaco. *u aederaddn ti siempre proportional a a 
, u oun[0 m 0 ds | U ti nvecloria v estd dirigida haciu este punto fijo. emontes ss dice qw a F- ' • < 
tiene ZvJhJoprmZico simple o sencillameate MAS. HI MAS ns la fornra m4s sent. I la dc mo* 
mienLo periddico El movimienro periddico de vibracifln. sea simple o comptejo, poede considerarse 
furraaijopor on MAS o un mimero de M AS d* difereritts amplitudes y Irtcuenoas por medio de ana 
serie de Fourier. En forma iln ecuacidn diferencial, el MAS se represent como: 

a = -Kx o sr ^ Kx = 0 

V J = Aseav^t + ^co5\/Sf <* * = Cs*n(v/K< + *) 

ley del movimiento de newton 

u ecuacion de movimienlo es simplemente orra forma de la ley dd MM* d J ti ^”; o 
Sf=. too . {ttaal. de 6u#g» on la mtsma-direccidn del «ov.micmn)k« ecuationes d t n 

dc muchos sUiemas sc deiermioan convenicnlemerite por la ley del mortmicnto e . ev> on. ^ 

“ergo. de dins ,e eneuentron mas llcilmente por otros merodoe. lams como el tnetndo de la 

cncrgja. In. ci^Liacion de Lagrange, ctL r . 

METODO OE LA ENERGIA , 

Para un sistema eonservativo. la eaergia total del 5 isrema.es invariable eon el tlen.po. Snjjt SSfM*. 
total del sc «oresa como r netym pf, uncial y dnilica, cntonccs la wsuieme igualdad es cierta. 

K.P.f ^ 0 


E.C. h E-P — constants 


dV EC - 


domic E,C cnergia dti^lica, E,P = energiii potential. 

u ecuaeion mwluntc es la ccuaddn de movimiento del sisrema en eonsideraeidn . hit es, enton- 

oes. ci mcLado dc li± energia. 
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* S(STEMAS DE *0$# GHAPO UE LIHFRTAI3 | 

METODG DE RAYLEIGH 

Dc nu e vo. si el si it cm a « consemttivo, Ja enernla d net I™ uvii ait 
» -*« * « « e. pumooe 

sisiema dclutc lo ccmirario. Por tanto. tncrglu ^ lcncjaJ dcl 

tE-C-W = (E.P.} mM = etiergis kitai del sisicma 

«,“„i el “ a**** s &* 

MET 01)0 DE LA IMPED AN CIA MECANICA 

senLactori ifictorjal dc las funciones armdn™. Sea d vector focr/Et F = Pu^to owTra 

•?ssr. 23* *** a 11 — * ~ 

dad cs, en loners, x — o t - i tl iX Si 

tnitarnieju-e, d vector aceleradon c& a: — ^-Fx, Por 
hinto, ins impedancias medinicas d e ids ires de 
mentos son: 



, Eje mieinarifl 


F ir 



-+ — 

)r Eje fBtj 


I — itfiiii 


Fijf. 1*5 


Tnasa = — 

amortiguamiMEo - it u 
eJastiddad ^ k 

comd se muesira en cl diagrams de La fig ura 1-5. 

desbalanceamiento 

vS ^^^jWicwmwiro rotational at ufla maquina * 5 [ cenfre de gravedad de la psrte rota- 

ma6a ' °!!” alm ' me camidad * ««b»l*0CMmieoto rm^onai * 
t] ,-C Z . I,?™ ^ ; J “ "“** >'■ <■ « ft excCTtriddad La fern, cm 

Paracel ^ J de ftCe desb^aneeartuenio nre ; produdra uni ewitadon indeseable. 

P e) dzsbuioncmmu’tvo alternative sc npltciiri d mlsmo ra^namienLo. 

mi r + ei i- fe* - m«d- s seiih»t 

(V&isi c\ problems 5J) 

VELOCEDADES CRITIC AS DE UN EJE 

UiS ,/el0C ! dndeS * k roluci6n dtJ wn W C ™ cidtn con ttna dc las irecuencfas nat urates del 
* lstema de rorores o discos montados sobre cl eje dsitio* tendren tupr ddentas dbrarionw Esta 1 
iC »™ ‘Vefoddades eriticas" dd eje y deben Xtti 

TRASMfSIBlLIDAD 

Con eJ An de reducir tanio conio sea positle la cantkkd de filer za trasmiitia a Loseimienios debi- 
% a « vibraciott de |b rtlftqufimn^ las mltjtfinM cst im gcneralmcnte aL^das de ^ cimieniys mon- 

‘ * 5 |° br L7'°f?i y 3niartJ81, ?^ re5 ’ Con, ° 1* trasnritida a lo; dmienios es ia 

* ™ d Jai fuerzas nsorvi y del amorusuador, cs dedr. F t = kx + ci + La se 

define coma la ro/6n de la fuerza irasmitida £ Ja fuer/a impress. 


TR - P../F* = VI ■+ (a£r)yV(l - r*) a - 
dontfe r « razon dt frecuendas, ; - factor de amoniguamiemo 

V t 
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noterrdal dc; 
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frecuenda 


i' k Jti impc- 
■?ren la re pro - 
ueaio que Ji 
■ i * el vector 
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StSTEMAH DEL l.M SOLO tiKADO Dt LI BERT AD 


r 

p la mlsma r:i/6n, frecueniemerte *e ttesea aislar un instrument^ debcado dc los movimicntos 
' w^dos a su alredcdor. La etleaaa del alslador scri la razan dc la ampliuid de vibracion del cuerpo 
p ° de la parte soportante. Eaia rebcifin es hi misrna tograda por d aistudor dc to«rza«. Un eoiwe- 
aiencifl. d mismo aids dor puede wUM como aishnte de filarial y como aislante de movimwio. 

INSTRt .'MENTOS SISM1COS 

F.n weaela Ins Insirumeotos slsmicos son nifttemas vibrato rios que consort del soporte o base y 
IA mm nanra'da por un resort FI soparte o base es asegurado a! cucrpo cuyo m&viimfetiW se Y4 
medlr. HI tnovitmenio relative entrc la mass y In base, indicate por un cilmdro qua i fe* 0 ale M ot.ro 
sirteFncto colocate dentro del instrumento* inch car a el movimienlo dd cuerpo Para medir el des plaza - 
miertLo dc una parte de una Tniquina se usara un W&fW, City a frecuejnzia natural es baja com- 
Oarada eon la frecuencia dc la vibrarifln que se va a medir. Se usa un tfeefrrteiefrO para medir acek* 
ra-itmes debt do a quo SU f'recuenciu natural es alts* campanula con la de la vibration que sc va a medir. 
Los jfemr Wsf t Los in* rum duos Msmkos mas antiguos, se utitizar para registrar Las vibracwnes 
de las lerremotos, Los tipos mas modern os de instrumental sJsmicos, tales como el lorMmeiro. se 
ucihzan para registrar vibration*? tors km ties. 


- tje real 


: puree rolsi- 
'O’.acional sc 
erzy cen- 
. .dcscable, 


o'btema 3J) 


amTalfis del 
■i. ’i.iies. Eg to 


v os debt- 
n s. irton- 
entos cs la 

if if dad sc 


Problemas resueltos 

| ECUACION £>E MOV1M1ENTO Y FRECLIFNCIA NATURAL 
Vi. Determine la eeuaeion de movimkmo y La frecuenda natural dc vibracifin del shicmii tn^sa-rc- 
-iLirie mosuado ert Li Hgiira 1-6. 

ApliiWUi: l.i Icy cM mgvirrlkhlc de 5F = nr a 

Pun os;iiad^nC5 veriicalts 'as iierias qua «n fi 

ruena del reioric k{X r „t + 4 V ^ «ijr de la mu*. P&r t*nto 
L renacion dc me^irTiienio c=: 


„ FFI JT = JTl — IBJ) 1 * 

dv-'H " d-i/dt 1 ' y 3«, cs la ifeflttiflja estJUia debrda al ptK 
de ll rtilM. que tiLLul S&hrii fii rc^irle. LnloriCCS, j>t% >' In 

ctruaeiOn dc trujvtifltentw - ; -s mrtvicriff an 

ft? x + k* = Q 

que cfi La difcr-=ncipl del MAS L i cDlusion inS? gsneril 

dc csia scnaclor. is: 

X — A '=.-a\ yifc/w, ! -r cOS 
^ s C i ■*- 



[k(&! T Jf) 


m 




Fij. i-s 


V'X'' ff:- : 


dondc J. fl.Cy * sen cr,rmaul« arbitrarisi qua dependen dd in condici™ inidate jfl.0) y *£0).Ei» la ^Wc..ia 
Jcbtr. jnareeer ties MJisian^s pu«to wc ircu de unn ccvuciun difarctidul '35 HCii'jrida ordeft. 

Para ur= dftfitaJafniitile inieial tKicmc? que A = 0, B - ? y put unto: 

•x JTp e&s (. f) 

Fmcarttfliue ssta ecLiacidn njrrseua un a vibracidn librs fin anwiisuamidnto. =n L cuai se predauo un ddo euan-du 
yfkjm t varsi i&U gruJoS'l J»r taatc: 


'ble.'tui 4-Q 

€ * 

‘ $ 


periadu T 1 


yfk/iit 


y r'-ecaendF- nalcral f m = '"t CpS 


donde \ f k/m = rad/ss? ==. La fraaienda tiaiural sn^uldr. 
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% Eos retsorics equivalent de I os state mas mosirados m las Flgur&g |-7^ y i*7(£) h 

donde aquelloi se encuentran en paralelo \ en scrlc. respeciivfunenie. 

Para rc^orlcs cn patatelo. 

f\ - k X T, F, = fc*. y p = F-.+F, = (kr + fcfra 

EniaflCSS, ft, q — F/tf — ft; -I- k* 

A. 

y cn *snsraJ. k- m — ^ 


Pnca rcsdrlc- in -srie, U fuer/ai e* la minrr j en rtidone., 
■}£rn c de$[':i7JiJiicenU> EOUl e* li ssnia tls Lis despluz-iiniBntJS 
Inrirviduaks Pm C4.n t«»r 


F k,JH i — 

Ewonecs, 


V irl flCGCrP- 


fan — Ft* - 
jt F: = - 


I iT s -■ it-; “ F/ft| 7’ F/ki 

1 


1 /fci 4 - l/ki 
1 


2 l/ki 

E- L 



l»> 


Fig. 1-7 


'.k\ 

Ik, 

\F 

w 


3-. Supomendo c^ut: l'i constaiue del resorte cj. in versa' 
mertre proporcional llI rtumero de . tidiaA del mismo. 
encuentre y compare las frecuentiss naiurates de los 
si stem a s mostrados cn la figure 1-8 , 

Psra ci cas^Jtj) Je ccu?,-icn dt mevirniento cs mi -j- is,t = (J, 
Ml que = yklm. 

Far a. cl cose (10, l-r ccunciin dc maviinlento « 

■in x 4- ft. + = 0 


qi;c cnr-sapnnde a -s?orcs er. parUdo, i -S -qvs m« V'fci — ^■■■- "’i- 
Pery, pudsLo t|uv Ajj. — tj — 2 ft,. ea[SJiuifiS h u. = l/iS/St y la 
ffliGil que sc pjdc si I 2 , 






Fiff-l-S 


1^. v V- ■, -V tL_ 

*- v K 


4 . Una vtga simpkmeivte apoyada con una cargi cofLceittrada que aetfot cn so punio medio, so 
muestia cn In figure 1 - 9 . Si la niasa dr la vipa es desttreclnble compared..!. con. la murm qus ucliia 
encuentre la frecuencia natural del sistema. 


Ds la r«bl«iciu tie rn ri ak:i, Jadefifxt6n cn. c. fnaLi 
jncdk 4 q Una viyu jilmptcmcfUi ipuystfa, dtAldn i U eur|d 
coecenaada P est el cerilra tie la Hga. «La laci por 
^ -h PL J /4S f/, duhde Fc f dcficn |<3i \l fin ill -CiiiuJi 
Para dffiexiociei peevenas. k = Pfs = 4 REI/L*: por 
la^.ljL.', '.i ecuaukn d.c ttnriipicnut pa.'a esu vi hractSn Jjlwc 
s-irt amcrtigl^JmLtiflP es: 

MI x - 1 - kx ~ 0 

y «.» = t /kfm — y-^EIfmL 1 iad/scg 


/£ 


Fig. 1-9 


La cuerda mosirada asia bajo uiki icnsitin /'. la coal fee puede supone: que pcnnatiL-Od consiai^tc 
para petjutnos desplazamiomo;. Para oscilacioncs pequerias, encuentre la frecuenda natural de 
la vi b radon vertical de la cuerda. 
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Fig, 1-ID 


■',1 



ts:a cs una vibrariin JLbrc vr In fu<r» rew*ursido-ra * l» lensiM «* I* JiWh- 


iitti ** prficnciinlntte 
dcti 'Jr; rMvirae?^! " s 


aatssm^ cstu cs T[xfa .+£/<£ -a)]: apfostuta 3a ley dd dc Newton, U W?t- 


trt.if +- Tfi/a-" -f */(L — u) - 0 
at x + Tllsfuit* — 1 ■ ^ — O t j 


_ J TL 


a) 


rsd .'iff 



nediO, se 
1 L4 c2 JCLN;i h 


msiaiUe 
ufsE ite 

i 

j , 




Uni vigi de acCfp pLiesUi etl volsidizo tis;citf una U?npi- 
tud de 10 pulgadas y una seccion Lrasver£al cuadrada 
dc {x l pul. Una masa de IG 1 b se am a! extremo 
Ljbrc "dc ta como se fflueitru cm la figura ME. 

Determine la frectienda natural del si stem a. si la 
n^a se desplaza ligemniente v luego ^ dej a tn 
liberiad. 

S^nn?r Hue h mm He In vi 9 i ck pftfy&ii De In resistencia tte mattnaks. la dclkxton en d cxiremo lib™ de U 
V1E1 en vo]adizu debida £ k miii *> * “ ^7--^' , ,. , , 

p ira e^LJfli^nt peseta! I* vi - ^m ft .rU elfav :anifflKi ’«= * a « * - ■ 3 L ' ^ P“ 

Ei d. inerda * 6. -H S a « / = i’i/!2 = (H'tiW'J - "™l W* • » ri l " M “ h » ““““* dt 


Figl-U 


El momCMi? 

acsni « t-= JO', 01" Ib/pil 1 - 


u eeudulta de mu vlfliieciM) p" T 3 In ribrAernu libi* sm amcrurunmientgi es m 


(jf 4 kx 0, \ 


a{»xi«. d .tfmiai. . 33 -, fad . aii:i 
*»., = VmZ - ^ — Io?i07SKio)> 1 * 


L'n mmAmetro milizado en un laboratorio dc roeoAniM dc fluidcti ticnc una strain i. Ja'Ui- 
unifutme de Area d. Si la Miumna dc liquido de lojigUiid L y dcruidad ? sc pone cn movlltuenta, 
eomo ;c mucsira cn la figure M2, encuemre la frecuencia del monmienio resuliantc, 


Li-f tdri da ^svinn. 

= W V q — ZAxflp ■■ LApX 

it donde. * -i- item* - o y 

Mftodo da in energiar 

E.C : = pftto* = 

t tH. - “ ^(2 ~ 


& 


jf 


tit 


^-,’E.C — r P.1 = LApjf-x + 2 Ao!7?x - o 

i 1 1* 



tie dcftde x H- {2fffL)x = 0 y u- = ^ 
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CAP 


!i 


i 




8. Un motor cltctriw esiff ioportado po, 4 rwortcs* cada uno 
de los cui±Jcs tien c una ccmstanie de etastieidad k Ib/pul , 
como se mtidiira en la figura I-E3. Si d momcnto de snercja 
del motor alrsetedor del eje central de rotation es7n. encuenirt 
;u treojencia natural de oscs ] acio n 

l-£ ley del movsflflteaco di Nswiop pi ra sir ts — Jt> V a 
p^r de tOfjLiiiL - par rcstattradijr 
—Alca'f - J a t 

di JodcE '(? - (Aka 1 /,}*'!# = I) >• «. = 29‘1/mi Md/scg 


l> ‘ Un disco bomogeneo semi-circular dc radio r y mosa m esta pivot ado cn sn centre v grra lib > 
mentE alredsdor do este, como ,<6 muestrjt on la figura 1-E4. Determine su free Lie neia naturtif < 
oscitacion pars despla>!2niciito:’i pequencs, 





Fie- 1-14 

Emalesincc In tcy nc NfiwLpn p.LTi pur. ^jV = /> V, 

Aou: J, = y Ja disisncte del :=ntro tie -asa aL ceniro del dirm s- R - 4,-Jir, tomo ;t r. 3 . El pn 

::HJafRdftr es mgjR itt\ 9 y In dc MicvL.mimr^ tj; 

- ~ tTijJ? SCft * 

dun.de el prw ttfCHOi Si dshc il que la focm m£ iiCLiw cn i dire«,Vir, cn qil: dccrrcc f Pnr.i vuWch (tcqMf^ol d? i 
;.iri * = i y la KUQCuSn de m r.r. : rm i=n [0 st OQii*ieritf en 

s 4 (Stf/SrrV = & 

caertia epudtadifcrencial deun sisiemiqucitsntmnvlPtiienujarrTvdiiiMstinpt?. Eu cowittiwrieia 

J *0 


■Jn — 


\ 3v* 


rue /Kg. 


10 , Determine la frecuencia natural dei si sterna 
mas 6 'C'e.sorte*polea mo^Lrodo eft la ft aura 
1 - 15 . 

I 

Ley def mcvinr-eHlo de Ne wirin' 

Far.-' la mnsa un, 

W" r = tfj: <0 

Piua U pLikn .tf, 

= ZV - +•*») (, 2 ) 

Joudc l ft — i.tfj-' c-s eE jtHJrttddtfi ilc incT:;;i $1 k 
soles. 

Fero CI 1 equtlihrie ^rflil^g, mgr *1 kr'-t*. Fi>r 
[Snta, la ecu ad on { 2 - sc convierje en 

4j — _m&t 
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StST EM AS: Db US' SOLO Cl R A DO l'i i I BIIRTAO 


m 


X r}\ I* WBS»m dfeSl lartimmto Sc «rtVi!^nr 

ti-flfT 11 + wf )0 + kr*'<i - 0 , V «* - 

.i/emAf * Aj 

E: C ** d* La mhM -I* E.C. <k lfl P<?Lca 

^wri* + 

EP. = Ik* 2 - AJtr 1 ^ 2 


.ic 


hoto ,« U tmtgia will *1 «*«»* 1«™** 


i, jcr _|_ EP 'i = 0 0 mr $4 -\- J-tS 4 r k" J fl <f — L> 

fit ' 

, + ■/«.£ + =i ' ^ 

0 y sira t!6rfc| Lm ,«e I no * «m P m IM * *$,■ #* » + A “ +' *>*») « ^ ‘ “ rtl 6 " lilMC! " 

fer 1 


t ne 


. d uore- 

iura! d~: 


" “ y “ n = 


istTR. EJ par 

2 

iU r.AnS xte j, 



1 jl. Determine la frecuencki naLural del »«ema nrasuado to la figura 1-16. deode la mass del «aorto 

r-u c.i pcquend- 

il la iiiKsa del rc-Mi riC JC ‘?crtC cr i Ukc.HiL, 

E.C-dcl ‘.ineffi* — ErC del?, masy EX- dfil rei&Tte 

= J ’ J" dcY^i^xY 

da* wm '• el **•»«*«<« « »» !>""« L»=«"*dlo M menu * an. 4Waci>'r<U <ma.a d< On » 

S‘, la del ms arts poe unidud de bngilpd. 

L VfffSiio d£ Rtiffcigh: 

(EX mM . 13 

= W*«« rn'itm = ^im + \.L)kL, 

(.E.Fj jh* = ±*“1™ 

p^ri una iinuKmW, sea .« - X *n «*r , cntoa«*. ipiflluiA) dw # 

CntiTgErl TTCiULrtlS, 

£,> -f ^LiU^) 1 = \kA ■’ 

=■ V'JtTi'.r.i 4' lad/ntE 

Si a b dHpraiable ffljmpa.alo cor «. nunnes ... = V^. 1“' « rrmeMis «WBl« 


t 


Cull rinr 



ia.i 


tiff. 1 -14 


!2 En ka Hgura M7 -e muestra up pendako simple. DcLermir.c la rrecuencia 
' n&LUfal dc oscSiaciAn. (a>^ fflflSA de la varilk es peqweftii compumda eon 
ka ma&a del extrema (f>) si la mas-a d? la varilla no « desprembk. 

X ';■ ,Vfftf;/o (S? tii' ffl’e^SWr.' 


■u: 


tF. C. * E.P.1 

Prirj. iina fOtiidin pecj^cnfl. He <:i nt.i^n aEreilcdo.T d" ■ E'i ,l ^ l '- e - 

E-,c bmP = tP. » -cob*). 

— (f .C. - EP-] = mi' i V ■— mpTo sens i 0 
i.tt 

9 -T <,gtL) E^n 9 — 1 
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^ SI STEM AS DE L r N SOLO GR.-\E>0 f)B LtBERTAD 

PLr, ML ingis-0 dt WCitocLfia pequcflo, 50:L # = #. edUnce Ja Guaduii G« mmimiBilo * e^vLerto a, 

6 - (tf/Lltf - o con Jdt = VffTE rad/sc^ 

: b i Sea V la roasa dc h -anlli, U o«rt acttia en cl csntno dc esia, eq-isdmaa* de Jcs dos extremes. 

E.C. = t.C. Lie Is- mail + E,C. de la var.Lla 

- h ^(1/8) M{L9) 1 

E P. — E P. ds la m a;a \ E. P. (fe !□ varllla 

= | MglLte) fl- cflg#) 

rt — ; E.C. -*- F ?.) - ( m — -f Af/Sbrn s * 


T 


►-L 


- 0 


m ■+ Jtf/2 

sen ? 


fi7//,) = f> 


_*i + M/n 

Fara un 4otfdi> rfc wcilacififl pc^eno, sot d 4 * y la teuaefcn d« mtttatano sccunvkrte™ 


m 4- J// B 

m A/: 1 ! 


= o 


«■ = 


/ ■* + -V /2 

y»i + m/s ^ ra “/ s '* 



„ r „ “5 M 7 cfc “ ml1 w** ^ rai ™ ras MSB ■* mwiii i j «„ 

i^rci^imadinncace el nuimo valor uuc c-n la pane 1 ^ 


13, fn pendulij ccimpueRlo. qtte ss rniicstra, ts up cuerpo rigido tie ma^Li 
m y ssta pivutcado cn un punto situ ado a una disiancia d dc su centra 
de masa G. El pfoduJo puede girfli 1 librtmente por Ui acdAn de la 
■uer/jr de gravetfiid, Enciicntre su Occueneia de osdkicidn, 

f.Ti cualquier inszante la finien ruerza. L|uc aetua cs cl paso/Enlor'crs. 

J 8 — — mgd sen ff 

±S la KU scion (k m<Wmcr.;c. t^ndc J c& el tiwmento de ine^ia del oMrW alrcdedor 

ckl eje dc J-otadiin. 

Cociiidcj-undo lirttgamenLC peqiicnai DseilocioTiti, sen (> =6 •_. 

^ {fligd/J \ $ — [> r ~ Vniffd/J rad /teg 

iHro u, ~ , y'sM ' para ur pdndute jsimpie dc bngitnd d. Par taaio. JSmd pued* dc- 
[i nir'c iOJlM) k ]r -piuid tie icndulo simp'c cqui . ulerSc 


1-i. Lsiij uarilla rigida de .seed on uni forme >c rest rinse 
pae;j niO 1 ' erst.- vcrticalmcnic por h ssccl6ji de dos rc- 
sos Les, uno lineal y otro torsional, cornc mucstra 
en Jl; Hgura --Ly. CseuliIc !u rrecueneb de osblaeion 
vertical I dc la vnrilta, 

Apliandu para pnr, 3 Af = J 

-K*-tkI?te nff - (mL*f%yj 

dandc ••; cs la luaaj. dc la vardla y J t» cl momentg de incrais d? 1,-t 
t'afilb. cunejc dc n-Mcign en d e «rcixig. F-ir Lnnia! 

lmLV-3) s — -Kv + 'ZkLH ft 


|i!rnc 


Fis I -IS 


■r 



I *kL- 
mT- r ^ lJ 


Fb. MS 


15. La ma>2 A/, fijada en el e?itrcmo dc la cutrda dc l:o pcsidnlo conieo, cste gimndt* alrcdcdor dd eje 
vertical, como sc muestra cn la figura 1-20. El piano de la trayectoria circular es horizontal v 
ascendei i cuando aumente la veloddad de rotaciSn. Determine la frecueitria dd si.tems. 
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12 


Lt Ji: 


u-u lie-f 



PsL daarjjna lit. cuecpj litUfj dc Ifl n> . iu \t. 

s - Mti.i o T* ten # "■ «n 

dgride i*s c$ In tctotidad angular He Ml dc \n masa cn el lDManle curt- 

- Mdi 



^fd^radc-. Aai rnismo. 

SFv — Ifa* fi 3* cos# - ■**? 
pjry Cu s a. por luni'i 7 cofc f “ .Up .: r = JWff/tftrt *>. Rtin.pl a/;indo 

v^te valor He Ten Li. primera eoiacion. &e dent 

— ^- sen # = sen e)J >' «- - \^7ilTcos7^ rad/sqs 

(OH * 

£ f> = 0, cnlMCCS WSJ = Ip v u, = \'$/L qut to La frecutincia na- 
utraJ ik un pindwlu simple, Stf* tffBt&t ^ue el pinHuto cdnico (Hnnutto a 
Meat-. esKriiw). 5e reduce jun pendulo simple -t « ig«^ b «td. 


16 , DuLerminar la ecttacion ds movimienEo del pendulo simple mo strata er la figura 1-2L cuando 
t je nf importance el efecio de la amp! stud de osciladon. 

EtUjxlcando le ley dd movj m ienld ds Net* loci, 

t)i p s i;n n- = mL tJ u tf + (j0/ip) aer- ^ — 0 

donds el si ami menos indict que In fuerza acids tin la direcelin en quedeL-rfitc «. 

FurikoseLlMionfii peqwsfla^Kfl S = j la wraiiciGrt se redtee u V + ■ — 0,, 

gue «■ la formula Uiital para Uei pinnule simple. 

Para rale de o Ligaments irifegraiMfcs r sen s i - aA'SJ — *'"52 ” r ' > 
l.i peuacifr" de Jiiovlrnknla it ct>n,fier.c Cii.Si setomju GiHCameirt# I® Hii r . prime re* term “Osi 
para la setrunda apTOsiiCTaddft, 

‘o t (£r/L)0 — (ff/G-L)* 3 — 0 

cue e» ur.j fofsna sweutfica de ia cuzzcibn gejierai de Duffing «ts dbraeioji^ m: luieaLcs, (Ud wbra;:uH4^ «m li»«alc= se 
“ To 1 ;i n pui scpandn y Ciyn m-ucEos riemllti cn irn c:'ip, r r bii f ’ dilertnic 

En HMlLSCCKeudi. id supopcior. dc q»C los an«iilo& de oscJacian iOc pcqntiigsno ifilcs sinplifiitd el problem u imo que 
tambiin nos Limit h ul laite LLubti 



Fip. 1*21 


'i Mi 





■■< Of del eje 
horizon tai y 
t ‘ 

I 


17. Un dlindro iyjilido de madcru, de radio r, eslfl sumer gido purdalmeniccr un baiio de #fda drstii&diiT 
conio muc^Lr;? sn l;i ficura 1 -i? -3 . Si e| eilindro se hnndir ligerament^ y luego se riejy sti 1,'b^rt.id. 
cucucotre la frecoencia riitural de oscilriciin del cs lincSro si esie permsinece vertical todu el Litnipo. 
iCLH sefi ia frecueneia si s* usili^u agua ^ahda de peso espcdfko 1,2 «l vci de dgua destilada? 

jrfp st ri,L^pitt?*miei»lJ del dlirtdro k piw: eniOficer e! p»o Hel ajjea desplaKatfa cs “^(34^4) Ibyciu scri la futrEa 
resLiurariora. L-i mss* del cilindro « ^h 9 {UA)/Sr dmAe.i es !a gTsvedad espedtica ds H matitita. 

Pot la. ley del reliVvJ Ili IctUP lie Newiort, SF =• t«a. PUCJM que lii 
tiiiica Luer;i que u cLOa ti et peso del nguid des-plaeaHa, la emadfrit He -, .ovi- 
EiiLeiHO a. 


tn jj 


+ kx ■■ = O' 




x v +j4 ,4 — T- 5 K- = 


y ^ rad."seg 

$j in; i7!i itgija salnHa, id iLCTia. resliuriJara scr^ I ..> S-S.-l s rV 
micr-iTUH que la pin til del dlindro permase-ce inbftriable. La reuacicn de 
m n variienSa 65 ahora 

34 P Hr^Ai! 


*+1,2(64,4^38) - 


tl 


y t,* — V 1 .2 g/hn riKl/icfi 

Fla v inSC'- .:cnc:a, l- fTecutiilCro nutncnlii cu an do Is lne"7B reitairado.d S.U- 
nieniK. 

S- 
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SISTEiVf AS Dt UN SOLO GRADO Dt LIBEftTAft 


(CA 


I ' . r 


I 


f.ifu un taro circular, ric musa m y rsidio f, SHti iinidd 
Jio de Ld rcsorce de modulo k, eomo se muev 
■ ly flgura [-23. Si cl cilindra puede. rodar .sobrc 
(Msu peril esc bamonlal rugosa. Sift dfsliiar, enoucn- 
t re Au. frccuejida. 

Milodr. de Sa enzrgis 

I i toUl del -i -ij c; : ; a coniU lLs cjnecea i,dc 

rnlacior y tie c ra^ i id 6r | v -St ciiergla poienci.il y persnanscc cons- 
taacc ledo tl tiutapn, 

EC, de trpsJaci&rt |*»i\ fi.C. de roiacioit m 3*. dgrtdc 

4| (nOitierLu dt incnjra ccj cf[l 0 t?ro Cs, /» = ^mr*. A&rmfsmorff =3 
0 rff - r. Por Linen, pura cl sJste-il eji cuftlquier iisLunile, 


'EC- = jmi 1 + ^ 
E.P. - IkJfl 

^ tEC. + E.P.Ji - c 



V ± in.C. + EP.) - c o (|m* + kx)x 0 

Pnww «luc i ng sicmpjc <*> rtri), i.i «GHa*r. dc rnovirrienm in c«rivlcrtc cn: 

I'M T - kr -■ Q f y dc aqui, m. = y'lIfc/'S f?i 

Ley drf wr nvim irnm dr ,\>m rna ■ 

AplicEndo Ie ley dej movimiertto <fc NVwLehi a I citindJO. 

2 .F = ma 0 Wt 5 r - — kz 4 - E 1 , 
dtindf Fi li I'neFin dc f’jjtdtai, 

UMndo la ctujidnTi dc mfljneriU) lernianiil, h\f =- J*'a\ . 

^■0 = “F/r 0 (lTnr^fi/r) = -F f r 

y par tsrao Fj — —fam x , Kemplszanda esia expresinn per F f « la ccua.^:6it de 
fuer^iis, atncnemLn: 

— - kz — jr" n Smi" + kx 0 
y de aqui, - — 



i-n = V 2 A/ 37 M. Jid/scg 




19 , El disco hnnin^eneo circular, que se m.ues[rn t ticn^ un Tyumen to de 
inereia alredcdor dc su ceiura isual a 10 lb^au|-scg J . En la posicion de 
e quili brio e^tattoo cimbog resorts esifin ^tirodofi unu pal^aria. Er^ 
cnentre 3 a frecuenda natural angular de oscitacion del disco, cuando 
se k da un pc que no dcsplazamicnio angular y se lc deja ea liber Lad 
k - 10 Ib/pul. 

La tcnUar imcinl zn el rsserte e. 1 . SO lb y c! cambic dc tensiun cs tflUDa) lb Uli- 
liiando li ccsacldifl de rcOjjJcEto Lr, rsi 0[u2 2 Mu — l V. Lenemos: 

ir.S - [(111- 1 !>!>»> - (10 - 100tf)j 10 

o tf + 200 a = 0 

de (fnndc y^SOO = ]4,2 i.sO/g'Sg 



20- 


I,a masa de la vartlla dejgadu dd scccidn uniforitie, que se mues(ra en la flgura l-2^ + peque 
com pa i ad a con ia mssa que tiene oilocady en su extremo. Calcule la frecuencia not u nil ds vai 
Eaciiit de la masa, iupunienda que la uscilacion ei pequena. 

U'sa^do tn e^naciin de mojnenEti torsiinoil, ^.l T, obieftcjiics: 

mis'# — mffL sm f eyn-, >cri *) 

deride p -en ^ e? Ie caniid?d de LfsCfrLe eiitn^do, SupOnicnd'i qce Irsj oscilactOna snn ptcjEefisis. f-ji e = 5, C 0 K f? 
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SESTEMaS Dt L N SOLO tiltAiXJ HI- MDERTAU 


v | 3 e cumin dc mcvirtiienLJ- w con^rte w: 

mJi 3 7 + = fl 

„ f w^L * A:a* \ 

* V 


mL' / ' 

4aB n« da: ....... 

** = V “ ml/ " d/Ks 

S j la cnniT.iTiLt dc daitiddad k « «ro : la ®tprcsi 6 n 
L f[1 it fr-Ku-sneifl natural cin*u£or del p&nMs r<- 
duua a to CTpresi&n fxnftv ****&!*& para un pitnwlo 
ample. rad/ieg 


flKr 1*26 


7\ uili« d mkndo m Rajleiah para encontrar la frecuemciy natural del casco semi-circular dc 
" ' masa m v radio r que rueda de un lado a otro sin desllzar, cumo sc muestra en la fleura 1 - 27 . 


i. 1-2-1 


Fig. 1-2? 

!' E C ."1 fnix = = mrfr-oi«i 

dtmdc i, = L, + *lr-# = h-Ku'+rtr-a? - 2«r(r-^ 

(E.C>™* “ ( &.P ] mF- 

c mr(r - a) ** - v\r?v{l - eai s) 

11, Use cl mitodo dc la cnergla para en contra r la frecuencia natural dc o&ci lacldn dd cilmdro homo- 
genco que >.e unucstra en h figura 1-2&. 


— ' WvVVWr- 
k 


e-l-35 


pcquefta ; 


#, COS a- = 1 , 


n^.uzs 

EC - ^mi* 4- - iwu-s 1 -■ 

deride nt ti la resit.* del eitlndm y J u iu momnvtn dc J nereis. / 

E E* - 2. ‘ 1 far + u)V „ 

Jond? — ffl v kch a = 0 Ent<jsi«^, 

d ^ n ~ 1, I n LT a. OI^J. ih’lTjfiU “ ft 0 


• E.P/i-Q 0 £ mr 1 8 V I 8*(r-fi> s #0 “ <* 


Je dondc. 


_ m j 4^(r -^ fli T 


rad/acu 


** 4>:i .■' ---]- . 

6 ‘ * r ^ 

3tn r* 
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SISTEMA* DL UN iOLO ORA DO OF! LIBERT AD 


jCAtL | 


m 


I f 

'i 

f 

} i 

n 


t i ? i r - 


m * - 

f » i! . 

8Jj ’ 'v 

V - V 

1 *■ 

I ■ J 


••• -• £ r 




-t 


i i 


• [ , 

If'll 

II 

I . ■ 'll 

ihi M 


23 , Fn cl si sterna masa-Hresorte-poIca, mostrado en la figura 1*29> h cuerda se puetic Auponer itiex- 
tensibie, Hncuenire la Jrecueneia muural dc vi brae ion si la masa m se desplaza liecramcnee v 
luego sc deja en liberiad. Uttlice el mitodo dc to cnergfa. 

ELC. del sji[[em& = f~C. rr-ttNu — f-,C. pohta 
= Imx 1 4 J.W£ J - 

= t- ^MixV4} + 

— 4 IJIf* 1 

t P. (id sisicrria «* cnu-E^ cl fatten del rtscrle 

= ±kv* ■ 

Ruionmis, -r-(F.„C. 4- F-P.j — 0 o £ 4 ^ M £ s 4 - 0 


y r-f4»t SP 4 S’Jf * 

Puestc- qae x (io sieripre e jju^l a eeta> 
cs {4wt 4 iiL'Vfj 4 kx = [>„ v 


kx} — 0 


4 m 4 3; 


^jy ra-d/ssE 



24- La m as a e«u suspend! da per medio de una cuerda cagida liI disco homosen eo circular de mass 

M y i-adso R pies, como se muestra en la tlgura MO. El disco no puede rotor debido a la action 
dc un resorte engimchadb a iintt distaacte r pies del centre, 51 la masu sc dcspluza desde la posldfin 
dc rcpo$o haeio abajo. determine la frecuencia de oscilacifln. 

ApiLcan rin r& ley del movjmicnto dc NciMOtL pair a 
J2 mass- 


IF — met p T — mg — — nm 
y Li lc— 44 Ots T — — a) 

Sea n- la HCCkf liifill JngufaT ij?l disco; enfltmcBS, 
a - Rl y 

T m{g ~ Fa) tn[g — lit) 

Cuundn Fa miija f^tn cp Teppw, cl paj (J- ul 
?c:0 dc Ja masa cs bilaticcido par el mocriento Cebi_;) u 
la fuciza rcsiauracSbri dd ronrlt cs deeir, w$R - Tw;, 
decide Tj es U ini-Piat en e! :e^crte, entonces Ja = 

tng R 

El par ndicional dc'nMo al nu-eto ijliaT^arr!i^nL& -irel 
re^r.it e? j,.-i/ a clopde k ±-. l- iriiSdulo del resnne. Ast 
rriiaJti&T eE n-Jr li>ul Jcbitlo .U pew He !□ ms^rj rs 

mR{& — R'i) 



Fie. i -34* 


UtiJiTiTldci ta enradop dc par. 1M — Joa, 

J$6 — — 4- rn^f^) i-mjiif — 

u (J* + m/v*)# 4 Ar*# — 0 

qir* et L ecvacion difer^iicjal de Tnovkiieujo de un si items qur iiene TiiovimienlO BfmiinivJ simple, ?0r linto 


kr* 

\ mfi* 


\ R*(Mf 


R*{Mn 4 m) 


rad /sen 


donee Ju — ^ ei el mom^nLLJ masa dc inercjadel disou renpectc- al eje lan^iladinEl cenlral 


25- LI cilindra de mas a m y rndio r, tn os trade cn la Hgura 1-31, riicda sin ditgljiiij‘ snhrc unn so per Hess 
circular de radio R, Determine la frecuenda de oscilad6n otando el ctlindro despla^a Itgera- 
mente de su posies on de eqoltibrlo. Util ice el jnecodo de la energia. 
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SISTEMAS DE UN SOLO GR4DO OF UBERTAD 


(5 


z upomsr triex 

a gcrameme *£ 


V A 



i 


i- 

if 




tii eirtriija ftlal del iistcma, c^ue caisiiia dc energU eindiieu (dk ruiatiiin y ctcirnitacktal y dc «jaer£iJi P9»n<W, t*t' 
fltAMct c&mwM* tqtfc) el titmpo, i + 

nr de - aslacion - 4»i [f.H - rta]K FC cc roLatiia = £-M-i - si“. d mn m«uo ilc Lnuraa del 

AsfmiKrm>»lQWtud'toL»ru A B - R* ¥$i g* Unto. + = For consifuictU*, para 


ctllndrn- 

i-l sisitma «-n eiiilquicr tfisiantc. 


E.C- = - i(^mT*)[Wr- I )** 1 

ff r p .- — r)( 1 ■“ f) 


~ lE.C . — E.P.J = 0 o if: Ft — r) q t« if" - ttttfjJS — r) sen f> ~ 0 
di 


Pa/a angulos deoscikciSa pwjatfos, s«i if = i y ta dc mawaiLeritn ae MflvJcn e en 

V 4- 


= 0, )' dc aqui, o, = Jsfj&j'MSt 


hi - / 


n taf dc nuua^j 
ido a la action 
s J ‘ la position.- 

^ 1 



ruLv- 


ir super fide 
;f z& ligera- 



SaJ« 


Fig, 141 



T T 


''i "b i 


Fig, 1-33 


r -L lot/ y k~ r i j - > 

V ' * ... ... 

26. SI la ms'sii dc las paleas. mostradas en la figura 1-32, cs pcquena y la cue-rtla cs inektensible, 

cncwcnlrc Is frecuencia natural del Siitema. 

Sea T 3a tcr-sicn ™ 3a cierda v i. y *„-Jos despiazamistittB hi poleas .-I y £. rwpeciiwajsaiic- CnLur«&, si La 
p&lra B ts-4 fya. * - 2* a ; per t\ »mt win. *i lu poLcfl >1 mi* fija. * - 2** Fern eomc at ft P»l« 4 m ft pol« W 

* = 2 *u + lily | 

tonE-iHcr.ifldfj la t^cjtc;|. ^cirn-o eu^rpo liFre y I'.aciciidfii t: imri dc fUcrzH';: 

2T — JtiBy =0 n 2 1 1 - A;*,afs. 

Similarmcnte, piia ia peSea A 




i. 7 ' = u liT — “ ^t.T* 

a: = 2 a„ + = 47 ( 1 ^ + L/^yi = r/fc^ 




V .-V ■ 

_ 1 1 

*r u ij 


don.de ■ = — -, ^ ^ ,. « la cnjnitaniie dd rtuorio iqolvalcnlt Ds Cite modo u reduce d prabtemo a iin si siena a 

4 (1/tv t I /fell 

m^u-rciorle, ^0 ib cOiKbinic de elasti L-idid sSdcj I a }t mM . 

Fero m'i -h & - Q a h Gcuaclfio tit nttvJmitn'4 de an atitcrtlfl simple maw-Twric.cosi fiftnitmcianatursl \fkhn» 


Cd Ki ni tsnitncia: 


— \ k r -jjti- = 


- i 


k k*kb 


4m(fc» A- ifa> 


r -.c/hc*. 
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SrSTEMAS DE UN SOLO C-H ADO Oh LIBERT AD 


ICA 


_L • 






r-r 

i 


i 

I i 

1 . i 


I f 




a , ■ i 


27 . La n.Jiaa m w ascguri a uno Jc lus exircmo;; u.c jii j varilb 
rigidii de peso desprecinble, que esta rfgidiimtnLe uni da al 
ccjuto etc un ctlindro homogeneo de radio r, eomo se mues- 
tra ci tit figure Ki.V St cl cEEindro rueda sin desti/ar, ,;cual 
es 111 EVacucncta natural de o sett scion del sis Lenina? 

Par- r! rrigtnrfn dr .VffK’ftfft.' 

Fn runlqiiirr in n I c eunsidtifadt^ Ins miszlii Af y m til in m Lands 
nlpcdc^cr tt\ pm c j C. cenlra ir.it in ;in«i d* vdoddic! icre. Pur laniu, Ii 

ectidcion de movimiento L-mn =u for- a 5Jfc = J-$, domic J, es rl 
momento ce icier,: id. etc tan masas M y m ccr respeturrLil p_n’ L > C- EnLtmces, 

Jc = UJtfr 1 -f- Mr) -t -mR' 

deride R : = L - 4- ~ • — 2rL eta- s. Para petju^jiai oicilucio-acs teaemo; 
Cjoc sen s == o, cos t A i y 

Jr - 3Mr>/2 4- uijL-rP 

I j qt l . i r, 1 ? o In aeuAdiin J< mevirmcfllo ->< eanvierw en 

[3Jfi'»/2 ! - 

= 0 , 





•m&L Lta & — uipLtf 


# 4- 


3j¥^/ 2 4- mft — r) 
Ao r el miusiio de RmUdgh 


$ 


S Oil. 


mpt. 


^ 3Mr i /2 4- rw(L — r) 1 


ra-J.ise. 


' fE.O™, = (E,~P_} m „ q 

Su ponjamos gac el imevimserLW es Eirrrdr::o simple. rntonces a = h so u:;. 

ftf)™* = cwui)nix = cfA — 

Lift) — L - £h eoa t — JTv< 1 - cos #) — L 1 


/ s' 

1 “£ + TT — 


/ 


= L 

teualaaco las do; ex pray ores de enernfa, renenos 
jdalfr'/a 4- = rnffi^LA'), 


PL,\ 


oi 


4! 





- rad/seg 


VIBKACIO\ES FORZADAS COIN AMORTlGt AMIENTO 

28. tn la El aura 1-34 se muesira un sistema generalize do du un sola grade de liber tad que liens 
bracidn for^adu eon amonigaumienio. Etsiudic su movimiert to general. 

Emplcjcico la Icy del moviinimto de Nekton. 

5 m !? = surna de fuerza; ert la d i rccc; difi .c 

— — k[x r i5^.] -r mj — ti — F<i sen u-l 

h;o tfl'cn — W3, dOiidC n:jr cl- <1 pcio dc la «usa. Pur Lii^.u, L uetiaittSh 
d = tvifniflilo tom a ru forma mss geacrat ' 

mr - 1 - ex + kx = F* sen 

Li solyti6Jl ssricral'd* CS'£ «uaci6n diferencia de »yi<r.do aides cun eO«- 
fiEcnt« conUonpL-i cs 


s — x t + x f 

drmde x c es Elsmadx Is lotucidn complcmcntana 0 soluciem para la parte 
dc la ceujn:i^M Hh ei - Ur ~ V. ± v c: Ja tolud^n pardeular lie 1 14 eeaar 
ejan d.u-lii, 



FIs. 1-H4 


. SgfS; 
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>ISTEMA5 DC UN SOLO GRADO DE LIBERT AD 


i? 


I 


L-i forma corricrtK- d: La sdjcitin complement aria a 

m Ae f *' 


Be'--' 


C 1'lc I )' 8 Sdn ^ OClNtar) ti> arktrar- n iiciersiiJMida» poi Ua no nd: l i gnn iniciak* impUMtHS z\ si.ietrlu v r, y r, son Iji 
Tj-^c'i tie In fiCUncinrl air^.1 1 jar fla r; — = ,/ . EntOrtaS. 


r I 


— c — yV — 4'ffifc 


—C — 'Jr — irrj; 
ri — v 


2m ' Em 

S d J = jt/m >' t — d°nde i ^icLur de nm«rii|uLiiitLflnLa. err^nccSt 

, n “ *,(—£ 4 Vi" — 1 }j t’s = *,(-£ - ^f 1 :— 1 } 

[\ lu $ vjilurti de r puttien i<f realen y JTrrcnLes; reill« e ieiaLeL. a cjnr^Ltjfl> conjapadns. sieijiSit sea lu maEpitud de J , cm 

J«|r, si f. C 5 mayor ipua! C mettar quv La unldiid, < 

5: f ts ma yor en; |& _n::id.' luU v&larCE d-i r S0» i sdlCs y JlijattVOS* For titnlo, s = j.in .j so._ol 6 e COmpliJMiitini 

die Id coincion tie mavijnl-enlo, d oiciiaiorio mo « posibte, no imparl* liumIgs wan la* tiontiicionea inieiaki 

jmpLifiiias al iislemn. Elite e» a- moviiruenus iobreamonigLidLlu. don tie 

Xc = Ah '* i 1 4- Be-’i 1 

gj j [guil si la Uflidad, Lo- 1 * valnrc- de t sot. Lourdes a - w>, Mucvimente :l m.virmct*o nu es oscj Lloni V CCA 
c. ilcmpo j mrli. tad ilismisiuira EiaiM Cctu 1’sie ch in mart mien to errucsmfliu* nmnrdpsfl.dQ tior.de 

** -« {C rr i>t) ******* 

Si f cs mtnnr que lu itfudiid, Lk va Lares &r son com pieces cchiju jades, Estos valorem scki: 


>*j = ("i +■ iy i - r l k t-a a u - ;Ji - f ) 

S- |.a rrezueiuia rutural Angular amor 9 u;-tin sc £eli ~ e cn mu = VI - l:.. la egwar.oi pira cl ca.?-’ subamnrtis'ijatio 

L‘3 j:ii Iji Fonmn iisuiwue: 

%, — {,< eos uh. 1 f ^scny 4 r) 

o Xi = (*jy^ +.^) 

dor.de C * \’A L A B i j = tan 1 (.4f'BJ. Sste as u- mevirm-itj armenreu ik Fr*rj.enQa ar.iiila o,,. c;iya smp - 
uii Ti* JeLT«?« wpuMncialmeiu-i qoa el tiempo. 

Ei i:lar • i)'j? m - imports cit’l d: Los ir« vs lores in me f. a so'udiW cur pEew-nU -- 1 .’r r (Oi gso-waliTiente llsmada 
Inins I L urLa, ■ desapareqtri eon. el liempo. Ail nnsmo. la rata dc deqaiznicrilti v Jn lYtesiertdii naUknd tfel sistema dependca 
□TLcamtntc dc lor parumetres dd ^iniBrna, inton;ras que Lq amplitude* U vibradtiii y el injtulo de rase sstiei tielelminatioi 

por las wndferenes inic:al.es. _ , 

Lj .+ol j ei gfi parUeular x r 3a forma \A sen of - B &•■•■ ut). pnr i ; m?n 


3fu - 77 


Ft 


77 — M.rr : 4 — Ci f(t— mw*) sen at — qo£ mtl 

(A — + (oaP 1 J 


donde oj 


Vft— mi-'y -T (<?i -r 
F.'seuiedn ifiL.lir di La c x.ol ; :■ d i d i i ■ 


sen (ui — ;> 


- Lili L 


f.ul 


k — !-j! 1^' 


= tan 




i 

Er. eonsecuencis. puede eonduifv; qoe La soleet^n- purJiirola; (icne Lu ffeegenuiit q u e Lb eioltaeidn } eo La 

vlkudgn del cstado Ktaeiem^riei del sisttmai La amplUud dc la vibmdan del csLudo esLadonurto JspBode tie la amplitvd 
y sk |a jVccuco cia de Ja ■sndtaclftn. Ea lesonancia, e&ic ts, cuando la frecucneia dr cecitfldin cs iguaj a. la ficcueraia aa- 
iDral, a seg uiJu* — 1, [a amplitud df vibra^i^n Ijtnitati.T unientnentc por el factor de Fnnorii^ciamienLiS f. La 
vibrae-LOn dci- esliiio istacLosaj-Lo no esta en tiie COj’. !3 evcitacsaii; sa ^liiacioaen l.’ tinpi-Jo dc fuse "espccto ± Ea Jreeaen- 

ei.i de etciuufin >c del* 4 Hi preseneis de! ainorujauaintenie en tl sincma 
^oltici 6n gesieai c>. ealcncc;. 


— D6j - -‘ lJ; i t ssn u-.it — 9) 4- E s«l \ut 




r1*"de la fijimera pane de La soiecioE ts la iransilunj v la scgu=ida pjr.e is In risp.tsld del cstatio eswconari.i. 

h 1 a nA.Liii.it de lu I lido de e*ie sisama jer-enliiLido dc un soio £rad<J do liber L^d. es. uiuj. Jill, pone de T.ini:;eAiu rl 
cifieepifl dv free-jeneja nniariil, d pupel que de^em^eflu r> time- rtf (KiimkritD m el movimicnlD c-Edfottmo ds: ^isiema. y 
la re^p esia 1 la exciucion. Los resuiiados y las cnnclu -.ianes s-scailas del mu tie La sstud-iado. (juttien spILc&'se ventain- 
ilimerUt 11 In* problem is fcrcoi do esla cl use de tisicmas de lift 10 la 8t:?rln die liberind. 
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S 1ST EM AS OR UN SOLO- GKADG Dt LIBERTAD 


[ CAR 



■■■ . 

r: 


! i 


l. : 


I f-- 



29. La moiiradu cr. la figurfi I -a 7 , esta inieiainr^rLe en repoiQ, ituartdo £■£ [n impfjme. i 

welocirfad di 4 pul/seg. Encuerure d despia^anuMto y (u v elect dad dt la nmsu cn un in-s-ta 
cusilquiej'a. Dados.: c = 0.S5 Ib-scg/pul, fr — 2? Ib/pul y W — 40 Lb 


y 

ddfldfi 


Corn 0 en el probfcm a 2S, laeruasion 4c sr^vimjerv-Otfs: 

mx -§- ex -f 2kx = 0 
x — liosiut -+■ -& sen tJd 1 ! 

Wfc = \fhjnt - v' 50 t-m - 22 rjiflysce '« - 40/(212 > IS) 

p QjM _ — ^ ig-j 

f ** m a[40/(3a, 2 X lg)j33 " 

= VH7- 22\<T~- b>lfU' 21,e f(id/ie|(. 



Hu, 141 


iff 

i i 
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Rem plaza ndo ^sioi v&tcres cn k= eiiutciones daitai. 

x m f ; '.' 1 ^ !l i E cos ll ,fjr + J? son 2 ! i^[| 

y £ ■ —3,95 •§ ft cut 2 L.& - 1 - 8 «n 2l,6r> H- 21.fi If&te {—A sen Zl,6r — 5 ras2 L6i) 

|yi i - ij, * ■ 0: flnKHaces A ■ 0. En t « 0, i - 4t Wbnws & - 4/21,^ «*■ 0.18$. F - n wnsewencia, 

i = 04 S 5 f-^ scn 2 t h 6 r 

x = p-=.ia[ ,j ££, 5 21 ,ijf — O.T37 21 .C-r"> 

£ = AOS U-J.SHR OJS ( 2 l, 6 f -r- 15 *) 


30. CaLcule el ssUitio iran^iiofto > |a resptttbia del esiailo usLacionario dc la masa del problems 
si Hobre la musa nctua un;n t'ucr/j de esdtaddn ~Fo sen »■; - I'*) sen l?r 
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5ISTEMA5 PE UN SOLO OR A DO PH LE DELHI' All 


C^niD sc vio cn d proWema 29. ; a sciuaon del *dadu t ran si Lung ci>: 

j r - e sen. 4- 

don.de 4 ~ tan'M/tf. 

la reipUtfu del cstiflionario cs: 

Fn 


Zfl 


iftk-Ttbf)* i - (e^) 1 

10 


sen (ojI - k '. > 


v\ 


/ -UJ ■ ik- |J 

30 ■ iaasxis? 


SM (.15* - = 0.337 «n (laf - ES-) 


32,2 X IS/ 



. fe 

iik prime Etna 

:i Jit IflSLAlUc 



2f*Ai- _ S(0.1SM15/2SJ _ , vao 

darade * - tan ■ ] _ ] ~ (j " ' 

Ahow, t = a, + *, • JE’s^'^'HsnKl.et +'4) + CU37 - 8S fi > 

C"rmHn?m« «nfcial«: £n * =0. a =0 v E sen 4 H 0.33T sen {"-28°) = 0. 

£n (=0.3=4 « sen $ H- 41,6 cos 0 - (0,337)(I&;i coa (-2£=) 4. 

&tas Jos ttuaeauncs abLcuemos £ — 0,1 7 6 y ? = 65 : Par t&rvio, 

;r - 0.170 * J >■' :ien (S1,S! -I 65 11 ) !• 0, 345 ,«n ( L 5 f - 28 r; ) 


3l R«udva d problem a 2? po^ ^1 rneiQdo de Ea impedanda mccanic,!. 

L: eeuii-dufl de irigvimientf eJadti pur iux — ex F ■ k* = F* « n i/. 

P-isiSlC qu« F = Ft, S uAt = Ft. CQU -t + i S4?i w £). 5L SC u$s F par? represent ar F 9 sen «f, la rwpuesUl dfibe S 
] in r Fiid“" , 0n a dcc .r, id pyrie iiriL^Eiaru: di La soLelJifl. 

Sea el ancto detJi|il?!lflnlea:o -- X - el vtLiof veluLVail - 1'mX, el vector NMktseidn «- — u’3 

Rirrl plaza ndflflitoa valorcs =fl la ecuacLtin de movimienlD dath, 

CJt — ffla; 2 4- 'i.C r -')X = Fit O X = — f 

(ft — Tfl*T T WU} 

Ifenj X (T^ — .VfCflSi if- — i sen •$■}, dnudc & = ian s*ic/(t - AsT qua. 


X =s 


= Im (X) = 


y> 


v' (Vi - wjy -5- (evp 

F a 

\?(k — fTlti 1 ) 1 + 


HMV (u;C — \ff) 


^T, 


p. obiema 2^ 


32. Encut-mre la vibracs6n del estndo estactonarto del pro blent a 30 per cl rnfiiodo d< la imp^daficia m 

canica. 

CDrcLO 3n el praMema 31, susliluvcn dc las vderes correspO’[iui n -ites Crt l£ tcuattfril es movimientp, lsticitos: 
ifr — mo [ ) -r icEjL' 1 A" e 11411- * 1 — Ftt 
[5& - (W3SS)(1B/ + ((O.S£)tiG)pf £•* ~ 10 

(J«,7 + il 2 .S)X.-« - 10 , x,-* = -^i-MTs 

>' X — 0.345 con ^ = tan -1 (1 2,8/26,7) = 2S D , hnionges, 

X - Zf 14 *"-*' 0,345 

■ \ y f = lm{X) = X «en -#) = 0.345 sen (lfift - 28 & ) 
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[ CAP 


des balance a m i unto rota cion a i 

33. Una mriqtima que t ierve una pant rotatoria simplifies .suponlendo 
que Liens; Lna masa pro pi a A/ y lji desbalaneeamicnto me, coma s.e 
muestra cn In figura 148. Dtsierminar la respuestu del c$udo estacio- 
narTo de |y nl Equina. 

"SvpQJltr que Tu, nJaqul na jestringida a movers ii kcffismertte en Is QirscciStl ver- 
;sujL L_ fu.0r2l ce-.-flTugi dck:Jj. j[ dcs!:ih .lecnimcilli) rri is pant ^UUU.-jiv He h -nflq.i. 
na ss me* 1 Pucr-: que- I si rartipoieriEJ vernea! dt Ik rier/s ctmL-Lft-a;) af«;a c. movi- 
m lento de k miquina. is cxcimciGn dquivaknK n r/itiJ sen \4i. sltmde<je!> k ^eiaeJdad 
aapyh- ti la parltf ro;?lorip. de la niaq-.ina. For iancc la erjnci.vi difcrtndal d* mcU- 

rnii,Ti[0 ^ 

Aia 4- cJt I- kx — mete* sen ^ t 

cjij c C 5 uiu vibrttiiisi fargads jrrjerEiguadn. ResOlviijf.dv SSlS ccuntinn. iftfaRflCtal. Como 
ssftizo inter jonneste, [.enemas: 

* = !B! (..( - # 

V 1 i-j/ lj-^i (ji |j 3 

r — ^tct/ulu 

dm-.de u L = yk/M V ■/■ = tsn 1 TT, 

P01 tin:*, ww 1 putdc ^ariJidorsTse cumo la uraplitHd F<\ fa ]j etiriticton urm6* 

ids. 



FIs. 1-33 


■ III 


'j 



34. ei n jiur de :nasa m esLi enomatio sobi'e un ejs elastic*)* euya mass cs depreciable camparada cor, 
jtmsa. del rotor. E] rotor ftetit una eitenirlddad *, a parti r del centra, Lncucntre Ij veloddsd ^rtll 
del ejo m La frreticncia natural del rotor es \fk/m t lionde k & la ridden equivalent*: del eje. 


Sen R - centra oe rotarion, 0 ei isntra gcomef-c-a cc. 
r l ! j r y C d -?nL:. Jo A1d1S.iL tit I r.iLiir. 2dm.- sc i“licli- er 
la fieurs 1-3? 

Ea cimieuler iniLUHC b Is rduddr.. li fuerza ces- 
riunuluF.i dc':.d:i u' sjfl cs ■ r, micalras qv - Id ’n t-- 

cep-.rifuji csb:c.a :il JshiJaneeamLeniLi es .vny t 'J<j : 

I v! l 1 liua fut.-ilis ttfbirh .cr It ; aki Ct iledi-' n.Ut. 


Jfer es Li ft/m — u u {t — r)/r 

Fein ft .•#»( •*♦ pdr -anUJ. L tfvA-iicL^ 5c convwrie ei: 


,;r : 1 - "s i - w 


r — 


4 T(u 3 /lu ;) 


Si ui* = u*. si talor cc r rsuilmri siiiy graaie, &• 
Uecir. i\ eje crinoiBbie. For icinuj, 1 k vdoftduti critics del 
cj>: m = y %fm = l^ c ; c. esta wleoHaJ J; raiadfisi tcr.- 

rftii lut-if 111 lisiinanci.i 




F’iHT- ! -39 


I 


H 


35. L a armadara de un motor etecirico pesa 20 lb v su c-ntro de ^ravedad esta a 0,01 pus del e^mro 1 
sopone dd rjs. El mtnor, que pesa un total de 60 lh T reposa SObre tuatro rcsorics. bs cuales tlw 
umi ri'-irftv dv 150 Ib/puL tada tmo. Encuentre la velocidud crUsca del motor y la amplitud vcrtii 
de la vib ration del motor, cu'ando esce ::eue ana velocidad i^aal a Lres veees is vdoddad criLsca. 

CeAil^nu d4 cl in ici d iMi ia.U*l = 40 MU. - 60f)l K puL. 

Li frertteiiciri nm .thI 4? I — , >ioi ^ - yft/m — V&^0(3S 4 2){t 21/60 = 62.- rs" ; -es: i &Xi rpm ian .i. 
vd«idad cririca del mator cs 1500 rpm (veasc c| F^ubecmii 14). Para soa vclcddad ieual a yes vkbs k velacldad crttjca, 
flje/3fl debiciij si dcsbsluEiceanilenwj rutsdpnal « F ■ mw*F - (2D/32,2)(0,OI/l2X62,4) a “ W,2 lb. 


;i.i 
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A- discntta tin problem^ 33. Jj rcsjmest-i del cstackj cscaciOTsarlo *:n a-n.ircisLjm.sn loo 
F/'k merffk 13,2/600 


*D = 


(u/utn} 1 — 1 


— {1,02 pifS 


^ Se ubserva 4ue [ y mnpliiud dc vibration del siitarn, mostraefo cn la %uru 3-40, decree hast a un 
^25% dd valor ini dal, deques da cinco ctclos consecutivos dc movimiento, como se mue&lra en la fi- 
~ ura | _4 1 □eiermine d coefideme de amortieuamiento c del sLstcnria si k = 20 lb pul y 

m - 10 lb- 

diicucJ* cn el problems 2&. para unn lihK tmorilgupda, 


L.I maxim & ampritud ed tuv cida oturre cuandr* + ^}cs ieiAtl a la unidad. For csto. 

initial a* ampliUJ JcS inn 


arj 


— {7 f-r+- B r( 


jc^ = 


La razbn 




, h'-i„ < J— ..j ; 


- f 


iirJ Vi- F 


I’^MS 


m 


Fig. 1-40 


[Tniarada con k 
■cl rescind crfUe-i 
e el de. 



debidp k be* (f: — ( J, b difcfcrtda tk 0wtt|» ftlUlt-diK omplS'.udi* oonwciHivm a [ambiciv d 
pcriodo- dc 03 ci Isdon v u* = V^— El lagflriirti<> <Je «U rsaon. j; L /r,. ti£ In fe/xt) - 
2 T f/ v’T^"? dondc fl niacin c, rfrv*vri»»r.-m<* ftMf.Wfwico, P-e;:-i qun Blcipfi.cier.iB 

ci* arwJtLfuamieaW c = 2$\fkm, imnocwnilu la risen dc d<K amplitudes c:: n s«u:ivas o d dt- 
tfccimiari[i EoyariLm ,.j ii, sc tonoce ct fdl«ar de jmorLsd_.u:aen[L:. J jr fit eoF.MAbdnuh E-Ltr.bidn 
sc Conoco r 

En c^e problema, *i/n - 1/0,25. Pero s«/r« - J U»(aii/je*) = a-To- 

::;jjidD -i am bos ludm de la ecuicioci. teucm-Os; 

an 1 ■ = In {Xi/s;3 t- In — lie (Ja/ral In (jC^/Ja) — 111 njl*) 

Li In 4 - 53. 5 - 0,28. 

Uc S = 0.2S -tz-tfyfl — I a j abLecii£nci& jf = d,CH4. ELUon^e*, 

c = = ate ,Dd4} ^tartAajtio/as*) ^ fl T oda ih-st s ipa\ 



ul del ceniro 

c. curies tienen 

n.,4itud verticaj 
iddad crltica- 

r' For (Itnio, Ij 
■sloeidaci ern.-a, Ij 


Fig. 141 


37, HI coeEieiente de frictH6n enirc las superficies secas del bluaue v del piano, mostrados en La fig.ura 
[-42. a an valor con Siam*/. La fueriia de frleciA.ii, quo es enn^artte, estsi admin do stempre con try 
el mpvimsento para pradueir lo que se cortoee conio eE umariigiwmienfQ de Coulomb, iituudle cl 
tnovimtento del bJoque, si a esis se le da un despksrarnieruo .n a pantr de su posiciun eenirat, donde 
los rnortes lio c^tari sufriendo estuerzo alfuno. 


1 SucxjngLimos qiir si sloijur ‘,is Lleypluii hotii ^ In "icrcclia 

J se eeja fa litcr.ad; !a.s ficrzis qae icluin ^jn In fuoraa 
. clisUca kx j. Ha fiicrrj dc fried 6l» EnLencm Jf =>• ft m. 
: q-tais jios da: 

~kn. 4- /kh^ = pt Jr o j? 4- x = f() 

etti idlLiLii 6n r 

*V i 

% — J-l ^F>Jt ^ — P Mfl kiHp T /Wij?/^ 




^ WAAAW^ — w * — -W^W y 


Fit. 142 
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De las iaTJCiECjOBcs inisiales: t = Q, i — iq, X* = A 4 fmgfk, A = ~ fuigfk. 

i, — D , j ™ O p u» J5 ” 0 . 

Puerto quc tfn iso jjcmpre Ki CCrp, fi * 0 Por Canto, la solstrirm ittmn la rnririo; 

e — x s - fmg/k) cos l-, t 4 fmgfk 

S5n f = n ciccrr. an el citrsmc de la milsd de lifl rido, en La posieidtl ertreirw toquiertta, 

at = -(x* - fmg/k) 4 /nv/ib - -*< + 

Siei emban' • . ilcbido a s x puc-ena.i dt; nm^Ftig uajflJ t:U0 , In umptUud del meYjntieru.i vu ilijmiruycedo tfM-s’.C-inv 'mir-ts, l'..- 
lanto, en la passion extrcruE en d ciUriino cel primer medio ado. 3a diftMttfft <tel‘ btoque a k posicitiri central *n^. 

quii no hay .-i]'u=r?Li aJgLno cs X‘. — lt.fmg/k), 

Por U slmettto 4t1 ptotlema, si aplicamo* d misrtw rnwrtGmittun puru <1 movimiento del bimque hatis En dcr=c4a| 
caa un desplizamieiito inicial dc x<, — 2(fing/k) dcsto cl aaim back la i^uisfda ; se puede cfetchiir quceL btaque UtM 
a la pMicldn BKtfemBAsrwfca. La rikunttia tosde esta pojwcifin hast* to ptotitifr central «ti x« — 4(j!!mf/A)i 

r>E modo que en eato medio rido to amplitaid de vihfari&n ha diarninuido cn db& caniLdad 2{fmgik). Fmalmente j 
bJoqut quecar4 *l repcisu cn ulI dc fus posicidlies cxtrcsixH. Esio SoiCiiera Uit p»JUO <OiT-ta to j::,pkiad scj HifMt air, 
fojEf/Jt. ilcbido A -i lie iquf to filsria dc friedtm si suiiciCnSetaeate RJ3.ftdC par a Irilan-ea/ to hiC7.il ’rein pir .OS r:,o. ra. 
Vot csli /aioii d ™«(nic5:o no es arininico simple; poa d cootrario, to fornix dc la cur^a. d«pl aztmicfllo-t i aa po tan 1 -a 
tadfi iHMdlO cLlAd . 

p 3 ra dcirniiri.- to rrsciiepcia natural arr.ifrcie.-ada iSil p?nque. :«i scuacion dc — .ovimLct!"0- « esc-nlns: 

■mx I — fjiig/k} = b 

j _ /,*£/*; cniojices. piiesio que firtg^k u Drta epfiilM^ = a y [fl wuflcidn de movimientd « ™« 


S^a x' = 
viiTtcea- 


tftj 1 4 fcaj 11 = 0 B dc dendt ~ 'vk/m rnd/seu 

Par mniScuwnw. HU«l« rivo que It frsPBnCU. AMural umoilisutJi del 6tPi»« « if" 1 “ lj fittucnrit n*:ural 
.^rtiSUimicnit- Ramimto. it Fnottid* dt vibrant dt «n sum. nt « p« ntmmlltmrain —i™* 


38. Dos movimientOH armonicos rfe ipal amplitud pera de frecuendas ligcramente diferentes sl: mpi : 
nen sobrs un cuerpo vibrante. Analice el movimieiuo de; cucrpo. 

v*a i- L = A ces u<, (pi - A coa(u4imlt. Enumeas d movLinlento del ^arpo os la super pm idiJL de to vi^ 
oaa«: f 

J! ^ JI, + SCI — A C05 mi - A COS lifl -fitsjf 

— X [cm wi + cca (m + imii] 

for iHgoaemriTb. c« * + u^ y “ ft eos J(fl? • kimonen. 

4 — A\2 ( 10 * + kI + iu (J 1 cos |iui/2j ( 

— |2 A cob 4 

Sts ofeerva queli amplimd de x fluctua cnlre CifO Y 1A, ik flCU«doeon el 'Atmfln 2.4 lVS {i_s/2>{ . miintTfi-' quc-J f •- ■ 
mienLO general <fc*«un* on, to eotlaulMl de frecuenci* angular lge*l it (u - A it /2). Eite ffleiJelo «P«W ^ ^lm,^ 
19 se ctjtujre ^ piiJLtac^- Siemprc <pte to ^mpHtwd tto£ue aL mini mo se dice tju= hay una La h 

ntenda de putoact6n* tete-rminada poc dui amplixuda misiiiiii.- conwcutto-as, H i^uJ is: 

Au 


= a 2 = 3r eW4tf «» 


■s eS ptrEcvto T — I 'fu — im wjs- 
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Lna excitation periodic, como la i|ue se aiuesira cn ta figura i-S4(i>) se apliej a hi base del sisLema 
'Umon igusdcir. Determine el movEmtenlQ res u Em me dc la mas a m it A <<- 40 lb/ put* 
„ r = iQ [b^g'/put >' c = 201b*seg/pul. 


( 'tino i::ic-[c, 
a rosicfon caicri!]| '- 


j 1 , hcitjfl la derct 
^u_cl bio q ue tlegiirU 
■JgjA). 

r.r j. Finalntenle 4 

li J ulCnQr ■.* 
:U -i JO i luH r si ij hlLi 
CnliCi-LicfnpQ 




liaCli- 


r, irnirtiiii « cut 

n en forma dcs-arreliotc^ 


Fig, 1-44 

Ell rTiovi-ienx- pest&dioo “n sen era puede rcpresetnarK po _ 5=r;.cj de ■■'oiir:~r, carno l?. sunta dc do 5 nmciUJies srasi- 

F[i) — 2 (fln L-Ort Vtuf + hi, fn TTijf) 


c«ficia nn:iifjl ns 

is ienLc cco-siorct 


; nles sc mpe--' 


lu'-ibn lc dos vibn 



Fit] — c* — Hi cos mi + c* c:ns2iii( 4- * 1 L — bi sen at -+- bj sen Set -+- ’ ■ ■ 

donds; e£(j — (I/r) | F[t-) dt f a* —■ (2/r) f ^(f) ’cw muC dt t — I'S/r) | F (t) S?o n&t dt, 

t = es ■si pf r io do- dc Fit ji 

Bara cst-e movimic-ito periodica dc il ionics de sierra. Fit) = c y f= 1. Fnoncts, ■if) = F(f) = j ) 

y* = (3 Jr) j Fl.0 — r ftU " A- 

(K — (£/?) f Fit) cos n&t dt = 2 j t cess dt = <i 

b. (£r-}jf F(f) seaflui dt = t *tjt v.^t dl — —Uitir 

f J Or lisntu, cl dcsarrulLo de Eis series -dc I’oursei etc , U) 

^ - (i/r) (1 /m.) sen nc*£ 

ApEiOfflnda SF ~ raa l cjIc sisicma dido. 

mz — • iff# ■ V) ~ — y) j Hi" f ci -- £-j: - c^i + ky 

K 

■JijmSs y = — i {lj/— > cm Tiiui, For tQjnio,:[a ccundin, dc roHrscnte si eoo^itrte co: 

mj? -I- di- t kz - o j ~ 2 Wt) cuawLjf + k \ ^ — [!/-) S (I/n) ^cti n*t \ 




k . 

SCO "Jl-iS 1 C 04 JEi-it 

jr 


Pe, r u ■( iCn fii^f — 3 C-OJ f\a; - y/A l 4- iJ l ^cn + ij!>)dnnde $ = tin J (S' H). Lnlomoes, 


cy i- ky = k/2 — [1/-) 2i fl/a^V^ T rnV sea (.ntgi + 

n -1 

dondc ^ = tan“Mc«/fc}f y pocs iq que = k/m, £ = cf2mvm t aitojJMS. 


ctf “ *¥ = ft/2 - (1 /f) 2 (WVl -I- 1.2m?) 1 *cn {turf 4-^! 
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SI ST EM AS Dr IN SOLO GRAM) Mr. i.IBERTAD 


f CA I 


h in Si 1 1 lAcrza •Tpnsa y n jeiauCS'l del estaeii estaeonirro ssatr. diicuiiOMf atlte r mrc-. es: 

* - * - <»'*> .? <•« V a-nv^v iW K " <»* “ « 


f 2Kr? \ 

ennde $ = tan -1 L _ — p y 


Para cits eito pjrticH :ir, u H — Vfc/w ~ v 40/10 — 2 T;rd/scg. r — v/ui H — 1/2 — 0.5, f - e/2wt«r 
20/(2 x |G x 21 =- 0.5. SustEinysndo 43103 YaEg.res.oi Ik seuadin de moifimienio y sLmptificando obxcfitincii La rcspui 
rid c*uviunaris> He La muM w, 

* = 0,5 Q.y >5 sm { 6 . 24 / — 7 , F) — 0.1 If *?n { 1 2 _ 48 f — r 2 h. 5 ° ) 0,054 sen \ 1 8 .$r — 74 , <-) . 


TRASMTSIBiLlOAD - ^ 

40. S n v-entilador cer.rifiigo p? 3 a 100 lh > licne un desbalancsimiento rotational tic 20 Lb- pul. 5i 
amortiguadorcs utiliisdo.s lienen on factor de amortiguum Lento £ = OX determine ]Q% resortes i 
dtben utlliwrse de tnodo que $6lo un 10% de la fuerza dc desbalidticeiiinLeruo sc trasmita al jj 
Determine tambicn la inagmuid dc in fixers Lrasnmida. El ventilador esta girando a una velocii 
con stan tede 1000 r pm. 

L i facTM. i-j:al nqsrniiida =-. I_l uma dc Jau reaedint* en los eiu’enios f Ij n J . del rourttj t Jd aaionusuadur. 

F, ss kr + 

gjuj^ ... cordiu rr;s !- Ln viriratwjTi del eiudu ritiic. jftar,-? dlrcuiiAis unwriormeme, la atnplilurt ile In vibraciA 

- - fen («c - *) 


Plt cosvcr.;cn^s. -«a jc. 


Vfl-r) 1 + (tirf 

. i serial — .Jr* eaxn-cs*. = .-!« cos (<lc if} , > 

F, = kA ien (util — C - ) 4 - evlu - 1 | wf — 


Psro La flj-rza del resortc h maxima cu&ndo In vdocidad ei jjital a cere (a ^ q ixc cl 44- Piixli 

n- enlni ■ gu* la firsfya dc jru>rlTgasitt:?«atO es rnnxim i KUir.di: ;l d«pl«7amiBr;a es :k'JC: 1 a ccjc in -ti qu« la -doc H:i 
mixinii). Peeato que Ja Pusr:\i del retO/ lC Bit w ar.rulit rscio tan la liltna ce x.TnurLLgaMtiflftto, I.: iuztj:* results = 
niftii cue ic (rns^Ltc « Av'/s* + (ew)*, Efit&SWSf, 

F t - A ^F+ ( Li,:) 1 ucs ( u i 4- si) , = 

La t/iwlflitnidtd TR, quB t« In razon dc ia maxima ruerja tfaitnittrig a la mixicna fueiza impresa, toma Ja fo 
% 4 


TR = 

■t 1 a 


Pc:o i = jc, pari la ^braridn 4el enacUi tsLuLdfinnri^ po-r tanio. 


'i/T- (2fr)= . l! 

TK = — ■ = - v o 

V^F— TV + 

derlHe r f = rf/2Jn4i« f y f K =#- 0,1. EMlPnaC?, 

1 + G.i6r* _ 0 


0.1 = 


i/l 4- 0,1 fir 1 


\/l L p' - -Sr 1 “ O.l^r 3 


l.S4r' 


L0r -09 


r 1 - 1,34^ + 1 

•que pc» 5 . da r — M. Ln'.unces, i^n = «// — LOf/?,’ — 3^,4 rid /seg y 

- rti taj -t 100X29.4 ij 13,4 /iS3,I)02l“2[Olb pul 

= 57 Ul 


a i n pi i Lu d de Ln ''li erxa ( ru i : : lit Jd.i f 1 . - (f . 1 J f m t « ■ * 




41, Gin d fin dc climinaf ;ftf movimicrua vibrato rio tn los inxlnnrnertos, los lab Eeros tic ififciirume 
se monttin sobre aisladores, talcs ctimo en los a vi ones . Si el aislador, que bene muy poco attic- . J 
miento, sc dcflecta £ pul bajo un peso de 50 lb, cncurntre d porcerlaje de jitovirnknio trasmitii 
i.iblcro dc insuumeiltos, si In dhracion del avion c- de TOO 1 rpm. 
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TH - 


vTT (a;y) a 


Vu-^+- (BM 1 

... v ^ , f .■ima.- Perj debidc It q'lt el iraumigUTiniiiemO prfiSenra K pcqucPlO, f = fi y £ - 0. 
005(1“ f ^ ■*.’ - $ 

Uiancto - \ r k/m, dande £ = Ff&e n, lenctpoj: 


x 

mb. 


RO 


(50/3S6 J ( 1 /£) 


= 305fi (rata seg) ] 


W. ■ 


Ih 


0 fr _ 55 j 2 - = 8.55 L‘ic3os/se« o 3ifj epm. tnton«* f = //A - 2800/ 5 3D - 3." 7 y 

TK = -r4 = „ i ' : ■ =4 0.0&7 


-pul. Si l>y 


Ppr lip 
memos. 


t J “l 11.3 -I 

-n utiliiaa&f ahladores, iFticaTTtsnfcc se irafifiitc un y.7 1 ^ clri movimienEO rihraroric dd avian al iabl=r.-* de imiC.ru- 


3 resorles c_v; 

irfsmiU u\ p[i<§ 

un» v,:r,M 2 r INSTRUM ENTOS SISM1COS 

‘faj ^ [ a figym 1-45 se mucitra un modulo getim] tttlHuda pin In 
mcdicion di vih factories. La base ie aujeta sal cuerpo, el cua! liene 
uni vibracioTl desionoctds -4 sen .jf. J_= Lu ds e e: jnovimioc'iLo del sis* 
twnn v su aplidiiL'i&n en ins-l rumen Los '■ ibrjtorios, 

Lai ppcritm cue aci'ian joUho Iii mau sor. lii fuer/u del rsstrte. j. A - \ > 
| if t , XJ ) y U Tutifia (is amUf[lp-iOT-:c-Lo. <:(.* — ffA, saponittlda que X cp ma- 
yor que jcj. Luitiande S f = mp. V) ecmicidri ilt niodmlenln a l 

— frfjTi — *j) fl|ii - *il 


jrs'lUiitMf, 


u t lii viforaciAn 


Old ci 1 1 1 A.r: i nc-.i 
i qae U vdiKidnUrft 
i Uj _ a remit antd m- 


: . I cm i Id fnrrr r 


TH £i 

Sfip ill nwvjmkniu' relation * .a - .t; mtonccs, 

sfi jf -r y j?i = x — 

v 3c ecuaddn da mavirfiienta Igma la forms 



f(Fr. d'xx\ 


dr 


&x 


tlx , 


Fie- i-ts 


(Fs* 


m w- +e ir~ = ~*w 


m ■ *:* _ f ±^. ) - e a±. + its = 0 a 

tir/ * 

Hero JT: *= A sen «2 £* la vibracicn dsi! ouerpp lii'fc; sujli (uyenda , 

Wl + C 4" tt% = TfiAiJ ^cn u f . 

quifi* k*L-isad6fl ciifcrencut dc movj miciua mutfelo jara v,ibraaar.&s wraidRS. duniis F,. rt[R rsmpUzadi pot mA w ! - La 

hj'.pUcM.a diil<itadd Cll.lclnriajiu cs, CC-ma unleS, 




Str. “ fL 


(L. = 1rtn' j 


c« 


V IA' “■ fTTu 1 ) 1 m (Cw} £ 

Haucndn F, - -Jjwrf. «( = him, t - c/2m^„ t v r = «/u*, obtenesaos; 


— wru 1 


Ar 1 


- 




Vn -r'r + iw 1 

Aijul d, It frceudnoti Plural d<! ia vitr aciti* rsc^rda. miemos huh « « S.i I'feruepclut de la vifrrasiArt dcAcUnocidn. 

Si ui. « pwrutfiri. (,cs itceir que >a cuiwmnic de dasdetdad as pequ«na s la mm es grande, pu-siu qie l, h = k/rr,,. 
In raann r = u/bi^ es mu>' grande. La caprt^i^H pam i r . d i vidic ndo cl numccadof y d dfinoialnador pm r\ cs; 


A 


-tin (a£ — i.) 


4'’ instrument 

"■ o nmornguj- 

1 1 - tra^mitido - 

I 


Vi/r* - (2 - 4;Vt" 4 1 

Presto awe res grande, el denomitudor de :a espresiin atutfsor « a pr tr jujii-ida nee sue it;u -iL a la uftldad. ca:onces r 

2i/r 

x p = A y ii = t&P ■ 2ri/[l ” r'l tan 1 j ^ , r .jaj 1T[ 

To-" ojuo, ^ — ian - - 1 = 180°, (o cual siL^oirica mitlos dQ: motnmientos eunn defa-adui lSO c o que# P = — A 
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Eil vihrjmecro, un Iljju de ijiiLrtinienLO I [imiCQ , Eaee utO da Cite ptj ucrpla -par ft Picdlr li fimplllud dc BTU v: h r ucitfcn , w 
tnuvimienig reiati^o cnirc la mftaj y la ba«, sc regislra .gsiec uSment^ per medio rie ana plum a que cam prime un dlindrS 
ftxjiorta. Dctudo a que l£i frc^u«nda .‘.nuiiL del vlbromcire sc Hcoge de forma tj| qLe ten^u un valor psquoho. Jo a.oip. K 
tifd dd vibradnn p ig.ual ui rtW VirtileiStO rdaiivg ireglsirado £un U na ci fercfin-a dc fuse dc I 60 b , 

(J: 

Oiro UM dc msinmcrto iiimjeo, eL acclcrome^g, q-“ « -sh. pura rr.ediT >0 uttlefflti 6 n, lUlsza el risrre pn "C’.pic- 
Ci i i-igar do jitHaar rewFte* hluntkn. « u Lillian resort® muv dur-oii con el fin dp obtenef umt frtcuiiKi* natural aim, Fn 
5 m :wp;n ]ft raiflfp de facuenciiis r sera mev pequ^Fia La e xpress Gil pj"a sc convitrEe err: 


A r 3 


Ar 1 


= Aj 


v^i t*)' - (arfi* Va - o) 1 - f> 


= A uV«. 




PeiO 4a 1 cs U ampliiwd de |a "cderadin del aicrpo que .‘hra cun xi = I sen oj. POT lanro, e: mod rent* rej.Tjvo s _ 
i r..L medlri.1 de In ncelcr acl6n 

1 


43, Un fecogtdor cle vihrji*imi« witn p-ELRctUlO cn un *is;crm mn-.;-r^orU-. cqujg se nm«tr,i err III figurg 
I - 46 , k usa para medir In aceleracion vcriic:;l dc un Iren, l-uv ll hecnenci-ii vencuf cs tic 10 rad/^i 
Li masa pesa J,B 6 lb el modulo dd rcsonc e.v 100 lb. pul. Lu iimplitud ite mtmmienio relativ 
mtdida pc- d iri si rumen to. c* dc 0,05 put. Pncuenlre lu jc el e melon vertical mu si mu del trert, ;Cui 
es In aenplitud de vibradon del tren '. 1 

Del prdbSema 43. la am pi i usd dd mo^miento relative de la ::ia>a e&tfc dado 


por: 


35? r ~ 


Ar* 


V(1 - r T - \:2riV 

Pl« 10 que Cire ststema nn tiene amcnipafilicnKJ, 


-j 1 


doji de r a# u/um. Pur unlo, la ficeler.idqn vcrtleul rrtdnimu, del Iren es _ 

4d = x r {al- - 0.051(1 W) (386) ,0,U6 10(1] = pi .« / seg ' 

1 .i amplttmi dc vibraaad ii. 


H lj; — tf 

A - *i<— r“ 

a? 


n (Kt.oo o - mo) 
1<H) 


‘t,’ 5 ? FtlE 


Fig:. 1-4S 


■t 

■ 4 


i 4 


44. Ubu msisii que peuu 3, SO Ibcstm auspindidi cn unu idu por medio de un rc.sESfte vertical, cuyu --unU 
tarrte A 1 es igunl b 50 Ib/pul, como se mucstry tn la figure i-47. Lu cuja se colora sobre un bnruj 
sacudidor que produce tin a v ibrae Ion x — 0,09 sen 3 l En cue litre lu umplitud tibsoliua dc In nuis® 

Lj amphuid del jr:dvjnt[enlo rtladvo ae lu masa :i(S Jadd poi ll:v.u -... 

d probkina 42, 


= 


Ar* 


V(1 ^ T*) A ~ pfrfF 


Cnmo en la tnayoria dc ln.s problem as de ingeniena, d amcniguamlenta debidu _ 
U pt-escnclii del ane &i dcipraeiableL par uilio, en evte caic el nmorlluua^iintt) ne 
P*f®d3»-n ^ r ? 

** ~ f — r* 

J, nde r — Hero u' ~ r k/tti * 50( 32.2 ^ — 500 t* — 

3 t = 5 fru j /icg ) 1 sn njnseeueaeia. 



milidoM* 
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e l: .l vltfa^iijii 
■ n prime t) IF 
M peqaeflo. f| 

I iriimo prir.c^sj, 
l i U m 1 1 1 1 T-H L'n ;i'i 


nieiltfl i :j. j [ i . j Jj 


Ai* _ Av* _ Q&m _ onnirtuMj 

*- c r-~? - - wo^s _ °' MU 1,1,1 

La ampiatsid absuEute de Is masu es - A = &.MI6 + 0,09 = 0.091 6 pul. 


Ufi vibr6m-eirfl ( cuyo amorliguamientcj es depreciable. sc cmplca para cnLomrar la niEgnilud dc 
U vi bra cion dc La estructura de una maquina, EL vibrdmeiro da uaa Jectura del dssp!azamieiUo 
rddtivo tie 0,002 pul. La freeinsncia natural del vibrGmctro cs diida com o 300 cpm y [a rnSquina 
-r;', :: LOO rpm, ^Cuil sera (a magnitud dd dcsplazamiento* veloddad v aceieracidn du la parte de 
La macuina que v r ibr a 

r ;) rn -c disfiinlo urtreriornicntt, La ampHtud del mdvjjiutiwo retains dc la mass esta datfj por 


i :ra en la ficur 
e de 10 rad/^ 
i dcaio : f e L ll l i v 
it* dirt tren. sMU 


■> 


■■■ 


Lr- 

r 


— If 


■x. = 


A f~ 


\Hl - ^ 1 (2rfp 


dpfldc A » ampHtlldi. J* ■ m/iSi,, f “ factor de limnrtiguaiTiiEnLti =i r/lnrih. Curriu d amort ignaEnimtn « mity pow, 
( = 0 } f = entflOCCS, Ar i 

*> ~ nr? 

domic f - IC0/JU0 - 0,m Per itinifl, In mosnimililat dciplaiiinkrtt'O a. 

A „ Xf [\ _ r ’L-V 1 - 0,002(1 - 0,3a3 J >/<l/9> - (5.056 pul 


]t mugniLui de la velocidad esr 


A*i = * P (l -rVr - 0,018(1 00(2^/60) | = 0.17 pul /seg 
y la roag^Lud de la actlcrad&i es; 

At I 1 = t p (1 — = 0,010^ = IOSh ~ 1,74 pul/scg- 


Problemas propuestos 


n i -46 


|4tw Efemugnre que h suutu de dos nwvjnUgntes imtinkai de igtial fhstfiastteiit pern wit Angulos de fate direrentes, arotnen 
« un movlmlento iirTBiirdct de 11. miS-Hta ffSCUCIldia, ej de-nr, A COS -p E CO 3 — C COS i.at t- 

4",‘ r DemuMlre ciu la eciacirin dc movvmifnLD tfe ]o& dos nstcmsssiniptei mass-resonc m^stFsdos enlus liguras l-4s',«>3r l-4S^J 
& in msiirn^ y es tgual a la tlct shierna muMiado csi la tlj^ura 1 ■JSic). 


't:cal r cuya eonw 
bre un bancs 
>1 a de Ja mii$» 






Fig. 1-4B 


.i ‘.'■l 


I 

'il.'l S la utiisii »te Li v-j^a pcqucnifl gornpjirsds eon [a masa m, dtirivf ' 1 ^ ** ^ 

FrcsL6n pars la fregu«icia dc la masa m. Vfiase la ligura l-W- Lifre ' 


z ufiusr 




<$p = V'l£jL£ii-///rt£. s rad r'seg 


id ^ r. 



Fic-i « 


JllihJn ^ p or Jlniendoque cl [Kridulo dc un re3o| Kigue la lctiria del penduJo sjft'ple. ^uuil seri sU lopgitiad si LiClU: on periods de 1 ac- 

l(T.l-47 " To? Reip. L = 9, a 3 pul 

-V | 
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SBTtMrtS DE UN SOLO GRADO DF. MEERTAD 


i cap. ; 


SO, Um duLpv tiuidrtd* korwtfne* de beta i pid y mua m CS ii iuipenida clef puni o medio da uw tie jus lidos, eornol 
muesli tin in Jlsura 1-50. Encucnirc sti Erecuencia dc vibration, ftejp. u„ = V^ff/SZ «d /sea [ g 

4 

Lina njiHi rigida de pusu cLeipretiibk estl resmngida a oscllar en up pEnao vertical, camn w mnesiia cri la figura |.jg 
Determine \a freceeotia mmujal tk la masa m, fteip. w. = VW&m rud/sEg 


I T 


! . ■' ! 


r- 


!?■ 

' 

‘ ' I 


'] i ! : 


f[ 


" ■ 







Fij:.t -52 


hi p 

"■ ]!■ 

1 1 ■ 

©> 

■ 1 V 


53 . 

i 



35 , 

1 i! • 1 

56 . 


muescra en la tigira 3-52. Eneucntre ta r’reeLiencfa natural de * ibi'ijii6n del tilindra. 
53. Respetva el problem* - fnir ef mew do die la energier 


i , .;=orlc <Jc COASEilrttiJ k Eb/pul y Tcpcua sobre mi piano indifffdo. .'u- 
rr.o se muesLia en \z ficiira l-j3. Si el cilifldl'Q lUedu s ir. desliiar, 
demucure qUC ,u frEiuenri.i. dc asdEacLCm ea \ftkf3m rad/itg 


I 


Reip u, = V S. : . ; 3m racf/s| 


?#. Resueha el probtema 23 utilize ntiu la fey drl movimtaiu} de Newton 

SR Unci eyfcr.n iojnogjSnca de radio r y ends* m purde r&dii r lidrcmenrc sin desiixif hIjk urub iupttfidie dEdncii de radio 
=■ m.ovimieaw ce la osfera se restrijige a up piano ve^ieaJ, ;om c se rcwcslra cji fa rig u*a 1-54, deternsine Ji frecusncia iasr 
n | de OJdbcifin de la a fern- Reip, sj 4 — V&pTrfS^-T) rad /Kg 




cn c-h 



Fin 1-55 


Sfl- Pwtt Ungulo^tl e mtiluoin pequ etos, m merit tv 'i frecueimiha Ur mdladin del sincma ntw trucks an !□ fij-cj.ru 1-55. 
Rcsp. V, = V (2k L -r r 32k T }/m Hd/«? 
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::,v. SI 


S3 ST EM AS BE UN SOLO GRAOO PE LlBEKIAD 

“ lKl «' -4 ^ ;Ktva el pnjbLtma 24 d *A*> * * ««*■ 

JL 0st Sa l<y d d movimienio Newton |»m resold el probL«ut li- 
en I* flflltA 

f 63 Rau dva = I problems 26 p0T cE meiodo dc k ™ crili ‘ 


29 


ir *-« 


[~.| gnsTb-lc , eon ip B 

rad/iiS?, 



65 . 


il 1 Lie rudio fl. s 

la freci^ncls AQtf 


fit- 





69- 


i' l 1-55, 




Fifrl-GT 


Una rtiaaa dc lb reroya sabre u n resale de 2 i Ib/pul y uft iituxlfSU^Of de 0,75 lb*«|/puL cornu se muCKD m la 
[If-ariL 1.-57 Si sc aplira una vehKldad dc + pul a la mail en W [XiMdgn A* repo SO. £Ciiffl ^ra d riespLazumimLO il 
fijjaJ dil primer te^Urtdo? Jft'jp. 0,00 k 3 

Derrmssre que I a ciaia dc un dsuema so bream oriiiiisdo flUJica pasati per la posicmis dc etjui .bTir- estSLCO, 

(di ii sc k U : : inieamcflie un dcsplaitamientn inieiat; 

( b ) si sc k TiniL-ameme una vetoddad iJiLc-al- 

Uffii viga &impkmentc apayada licne ana masa conccp.traaa M que actea cn SU punto medio. EfliWCnSfe la tfdcuencva 
natural dd sisiertia, si ii mas a dc Ea v L ga cs m. 


Rmp. «- 


■V 


4BJW 


\M - (MSGt ^ 3 


rad/stg 


Determine 1 * frecuciida natural dc vibradfot dc ana im ssl M sujda si Grtremo dc unn vjp; cn vnl ucEu quo time una lon- 
eitad L y ana jnasa m. cuar.do Ja m&sa dc U viia IlO £5 despi&eiabk- 


Rcip. 


-V 


SE/ 


t a fH 4 - 0 . 236 ™) 


rsd/seg 


Ln flgura mucstfi un bloque icciuneuEur de mass m. uuc repos i snbre 

una iu per Tide scmi-alfridrica, Si cl bloqut sc LEU-lina ligcramenic cn uti 
ettiema. cncuentrc su f'rccueacia de dscilucLiln, 


Rssp. 


- 4.47 JlZ r r^d/st* 

\ t(f‘ + V 


E.'n hloquc dc mtsU m tsc in atspQflado por un resort c dc cumstarttc i. cl cual 
a in ver slj [[LOEtido subs una buac dfi peso dcsprcckhle que LitSni Ull mo- 
vimictito drininicw .HI- son Itadu mrriba y ha<t.n shajo, on me w mucflftt 
ca k fig^ra 1 - 59 . [>clermini el cnon’miBElO del bloque, 



fir, t -58 


Rap. x = A sen »•( 4 H 003 T 


-4 fl sen ut 
I Clli/i *!, 1 ) 1 


I 
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5I5TEMA3 Dfc UN SOI.O GkADG DE t. f BERT AD 


n 


r 


i ~L 




ic 


A a ifln ujI 


! : ,1 


-|'i! 

J .! ? 

1 . .lti: 


r 1 ■ 

l sill 


' ■ 

■ .. 

■ ■; 

- 


I ' '4 ; 

j jilj 1 

;■ 

t I I 


lit • 




‘ 

- 1 


■'u J 


! I 


V*i r . 


> ; 


i'liii i 

■l:i ' 


hi-i 
jij i 


it 


: 


mm 


Fj,?n l ^ 


Fiff/i-eo 


,s ' ilptl TTllZ 11 i ' 60 w iUtl, “ dH,fo “* m * m m mm *m. mi*** 

*«*■ - = 

7J, Un iisiema simple masa-rciurle de un stHo arado dc k*u „„ . 

™““ dt 1* runcun lara pllrttn annant pan ftrmar It lalucita de la fadda fuernuMmpIctt. 

72. ;Cb4l la tctwt* del uudonirlo <fc la mu,. efl I* s^, si ta fondi* tea ^ 

^■0 - JO «n 0.5( + L0«M JJf - Kiscnr | 20cos2f 
simcto * - 10 Ib/puE y m - I Ib-scg Vp«l. 

flfTjP ‘ f= L&3 vnr °‘ 5; + W2 ir 4 U 29 «n 1 , 5 / + 3,33 C4JS 3. 

'll E» It fan 1-61 la iali«l6a B i*lta ddrtMr.aHaN.lt. It mtsawts !,l,*|y la ampUtud dt ^Hadm toida - , 
esciiac^fl armontcii LG cos 20t cs 0.W pul. £Cufi] e$ C [ pad du la rmisirt \$ t Q ih 

74. a ri^toi moiirudo cn In fipra l-*3 oKitaoin Vn mnvtmieftte uriuOnko * - a cos *jf den^a ife imdlindre da mam 




c 4 i 


Vffc - mu 1 ) 1 + (£5* 


■ ^ — tail 


-1 ~ 


■C*J 



A cos 






Fi^ 1 - 6.1 


Ti ' * ’* mmm. - mu * «. . 6 * « «*«*, 


/(I) ~ ^ ; stTl_i + ^ sen 3£ + ^ idii 5f + ^ sen 7t 4- - - - ' , , 
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1 


[ca® 


•f.\? 1 ] 

¥ 

I p-j Cgen fc Lra ctiairo prlmefos icrmlnos de la rcprncnioafrri co sene* fJe Fstricr dc In onda lrluguflif qua sc tmieslra 
«n In Kw* |rtJ a / 1 1 m . . i \ 


K 

§ 


ill *eri t\ nicivlmixiffl 

“ t 


fli tip /( £l 


-= — - I cos t i- A «>a3? 4- zz cos 5i +■ ~ cos 7l - ■ ■ ■ 


rA 


3 


3' 



V5 



Ft?. 1 -ki 


jA, [T ffl -Clacton periodica, mmo La aue *e dio tn eJ pruhEcrrid 75. miA iciuando snbre m Milena simple mas^rescrie 
:••• dr> r of uiu v,h •: ' ’ ifiKtoU er, la Hguria 1-65. Peic.mlne u vibraertn del c-sindo e-aeinmrio del Gloria, lib majiciLWd 

ics de las r-n rrA de A; e= 20, vale 5 y w "ate l ■ Resp. x f — L , uy sen r — OJA sen _*■ ,■ — O-O-d- sm 5r— . . 

"' nj, r - mflwr r-rj-a 20 f i lb y cs:a yiraiKio e una vdwidatf coPSTante de LSOO rpm. Si 1==. Haim Lsjfcili dad de ia fuerza enirs d 

- 1 - '” motor V o< jieo a 0,1 6 IfrX, i,:u(M iff! 5a camtanle clitic a dc Jj ifim-JLtj del motor. 1 Help, k - 1700 tb/pul 

®79 }Si tin que pea MOO lb vuya * una *elMiriad,dc (SO m Ellas /Jusra per una tg&tfrrft escabrou euy* iujwrJlcie 

voffa niBinioiitolnienle m un perfodo i|unl a 16 pies y Ur.a amplEtad sle £ pic. rfctwmhc !a m&n da Amplitudes cM uuto- 
nidvit, cn4Ado c&» tureado y rusudo esta vacso. El automMl pesa 500 tb uuando esla vari^-. y cl taor de amariLgua- 

i nidi! ii f ci 0,5 cuundb c&ui uarsijd# fin?. R-win «le ampliiade* - Q.$8 

. t . , ' „ 

■ ££- Un yibrbmrtra flu? tew dim frctueiwia flfftfeat de 51,4 :ad/sc| se empleu p»ra mcdlr la umplltutl da vibracita dc una 

B J parte de iraa minima. Si el vjijromeKtf da uni Lcavra de 0,06 puL icm\ cs (□ amplii'id de vfbracion dc la parie de Is 

keip, 0,0*15 pul 


Mr;,;J6n d?h.,iid a 


I tilmdj-ti de JUrtia ■ 
lr^-'irti^aacnientCJ 
I tin. 


parte a uun mf ci'ii 
ctdauina gorsid&rJtla? 


i - 


n ' 'auiiin triicbracU 



— 


l R ,«ly 

I Jehova te bendiga! 



Dos grados de fibertad 

intro diccion 







a 


fM 

i % 


i 




rSS “° rdeMdai indePM(Ii8ni “ “ a r ,U posicion „ 11 

to I En cl ustema mawt-resorte Hue se mucstra cn tj ligura 2-1, si las masas m v m . se rear 

dT’^LtT'r !?T’ * ncwsi “ P0r lo m “°‘ urla w«*n»di *fr) para deflnir b lot 
115 ,” asas cn un 16stant4 cualquicra. Asi, el sbtema necesita «n tou 
wwdenadas para determmar » posiriin; « aa Siswma de d 0 » grades de iibenad 

(*1 Si la masa soportad* por das retries iguules, como sc muestra en la figure 2-2, sc rail 
a moverse cn un piano venrcal. sc necaitu dos coordenadas para deter misar la eonfigur 
del s.srcma. Una de estas coordenadas serd utl desplazamierto rStiUneo, o sea dd<^sa re 
de ta mass, U otrar coordenada sera el desplaeaimento angular, Jfr). q.e tienc m 
can la ratecion de la masa Enas dos coordenadas con independienres la ana de ta otra; en 
secuencia, estc sj sterna a dc dos grados de Itbercad. 

{c) ^ d0i, - e T°f ad ° *" la r,suta 2 ’ J - « ctH ™ <*« * riecesitan dos eonrdenadas 

a 33 ™ asas m ' y m - in “ n i"*»Me cualqurera v por tamo, ei sis 
- V ** y * ° * * W* los posi files pares de caorder 



- ft’ 


Fit. i-a 


Fig. 2-2 


Fig. 2-3 


COORDENADAS GENERAUZADAS 

-iris rtTnlT^ T C T m T- “ “ p0iible detirminar la ™ figuration de un sistema 

P f de L0 ^deimdas mdependienies o parti metros, Laics como lomtkud. angulo o al-dri c 

ZZT ' m <|U,Cra " t0S FreS * °**«™«»* * Pic* denomirur LrdenL f< - 
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U 


lo 


IviODOS NOBMALES _ . . , 

A . lcmy dfl do * gfildos dc llberiad CMitcrt das ccuaeioftes as rtpvimierctc, umi para cada 

I . rtL jlsMiiudo. par, un si stem a de dos grades dc libertad. hay dos frecaencias natural Las 

. natarales 5 c encuentran resoltierido la eauacim da frecumda de un sistema sin amorti- 

Sw^enw\> !a ttuacidn' camcierfaica J<! BB «*li» amorUgundo. 

* ‘ ,, Jo iai masa; . de an sittaw McitaB de la! feme cue Ilegan nmultaneamcme a log dcsplaza- 

L ' , . . ir r , nT 5L1S DU nias de equilibrio lambien simulUneamenlc, o sea que toiiis Us 

centos ^ ,V sktema estfto oscttwido en fa « con uttt frecuencia, tal esiado de mo vim lento s* 
fpgries rnaviles oen siswmti 

\ llama m 


Oil a mirnwl 0 modo principal, de v< h radon - 


portion se 


| la „jsC00RDF.SAl)AS PRINCIPALS 

demure es nos i hie eneomrar ui 


eiemore « nosimc «««„..=■ tin par particular de ccordenadiis, tal que cada caiacion de movi- 

.7 .71 ' una rantidad desconocida. Eocoiices las ecuacicncs de movimiento .=e 

ISf^SStS ^ iadepeadieatememe urm dc la otra. A estc par particular de ceordcaadar S e le deco- 

esita cn total dM™na coard^nadas pri ncipal?!- 

i % ae rcstri J tOORDENADAS DE ACOPLAM IENTO 
' canfigerscii. Bw « im conccpto dc icdfe dc acopiamiMlo. do»de <u> tibwata en una pane ddiistema 


te 


indl i, e btrsl vibruriin cn oira pane del mismo Sterna, debido a U luerza trasmiiida a del rcsorte 
a del amortiguador 4t acoplamiento. En otras pakbra^ d des plaza mi ento de una m pem- 
e la otra- en cMm® par otra mssa del misrno sisictnu, presto que estin aeopladas. Hay dos tipos dc accplaniicnto, 
' debido jiI dcsplaiamienio e station y el acopkmfento dinamteo debido f ks 


e sesptazamici 
q 1 litnc que t. 


el acopianileiuo esiarico 

pdenadas p4 ryer7its dc inerdai 

ECLACIONES UE LAGRANGE 

Lii ecuadin de Lagrange cn su forma fundamental para eaordenadas gcneralnadas q > es 
d dlE.C.) + e<E.PQ. ^ __ 

Bqi 


'an to. el *ht 
s coordcnad 


O^i 

la 


3<Ef-> ^ Q, 


di 

— ciinotica del si:--LeEiia = 

.= tnergia pQLenduJ del si sic ni a 

- cnergia dc distpacidn del si sterna =1^ 

= tycT^a genernU/ada cstetrsa quo acLua so?re el stiiem-a- 




- t- 


jn 55 sterna ee-' 
•A o afgiui ol:j 
'f 'rti Idas %e?M\ 


don do E,C- 
E.P, 

ED, 

Qr 

Piini tin sistem^ conservative la eeuacion de Lagrange pucdi; edenbir-c codio- 

d BL 3L _ ^ 

dt act 

dondc L = E.C\— t.K. cs denaminudo cl lagrungiano. 

F.1 li5o dc let ecu Lie io a dc Lagrange producira, directamentc. tanlas ccuacioncs de movinuento 
como grades de libertad tenga el s Ulema, cuando se conocen las expresiones basicas de encrgla dd 
sistema. 

ABSORBEDOR [>E VIBRACSONES DINA VI I CAS 

Un absorbedor de vibraciones dina micas cs sencii'ametsce un sisieitia cc un solo grado i.- libertad, 
genintlmelllte de la forma de an sisietm simple masa^resorie. Cuando este flistema se adidona comq 
sistema 4Uxiii«r p otro sistema de un sob grade de libertad, trasformara todo el sistema en imo de dps 
erados dc libertad, cun dos frecuencias naturales de vibraeibn, Una de las frecuencias nauirales est 
par encima dc la frecuencia de exciiaoi^n, ntifiiuras que U oira csta por debajo, de ul stserte que la 
ma&a principal del sistema campkto tendra un,a amplitud dc vibration muy pcquena en lugar dc una 
smpliiud may grandc r bap ia excitation duoa. (Veanse las problemtis 3b y 3 ' d 
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DOS GRADOS DEI 1_ fBERTAO 




[, Ifyilr 


t Cap, 


PKliNCIPIG DE LA ORTOGON ALIDAD 

Los mgdos principles de vrb radon para siucmas que licnen dos o mfis grados cfc lihertiitl sj 
oj-Loeonaks. Esio se conoce como el principle de Ja ortogunalidad.-EsLa important pro pied ad de J 
105 ,110d0!i prtncipufes sort vibradunes que ocurrcrt a | 0 iareo dc Hneas roans muuiamcnte perpj 
diculitres, es muy usudu para el caFculo de frccueidas rsatumleh. Aurtque Jus modus principles 
sjstemas con mas dc tres grados de Elbertad pueden no ser litcralmente perpendiculars, d prindpi 
ck U onogD'R alidad jiin es vaSido. 

El prinerpio de Ja orLogoitfilidud para siatemas de dos grados dc liberud pueds esenbirse c$m| 

ffi I A I A : 4 - nuB 8 ; - 0 

dondc Xi, . 4 :, B y £; son las amplitudes de bn dos coordcrutdas para el pfimero y segundo mode 
de vib radon. (Yean sc 3 os prohlcmqs 41 y 42 .) 


SISTLMAS SEMM1FFEMDOS 

Algunas veces, caandu una de las ralces de h ecuad6n de frecuencia dc un sEsiema vlbrantc 
igual a cem, estu indica que una de las frecuencias n at u rales del $i sterna es igual a cero. Lstos si^cf 
mus se fconocen coma sjstemas sent Edcfi nidus. FtacELtnenic esEo signifies sencillameme. qut d fedl 
^ movers comp un cuerpn ngido, sin ditto retan dc los feitxtes m dc los a rnurltsu adores quo ur.4! 
bs diferenifo purses del sistema. (VeanSE los problem as 43, 44 y 45.) 


Froblemas resueltos 


i\ i 


4 : 


i. Determine la etuacidn dc movimienta y las frccucaida^ naturales dd sistema masa-resorte de d, 
grados dc libertud mottrado en |j Hgura 2 - 4 , 


: 


bmpkiindij ma. Lencmos: 


wiLti - -ferXi - frxfcft-ab) 

WiJ. = — k±(xt— eEjS 


-k y- „ 


C jf[i b.iruli> cl order.. h eciaeliin sc convjer.e er: 

iHiXi H- tk { A*i>^ , ~ bn?.. ^ 


ni-, x c 


kiX-t — — 0 


Suponga que d muwmicjao cs periodko y 5 c com^nc de mgvijnicntiJi armfiiniDpi dc 
dLicrenlcs sauptLluifsK y frctucncaas. 5k; j. uro dc csiDi Ciiir.pgnt-iifs 

A - 4 (cn 3Ti = If Sill (Lii T- f) 

doitile A y & ),■ ion coitHtawci arbiirjrins y uutiude l>s fwaieftdti ututalti M sliwmsi. 
Remplawada- estci nbre sn las eeuacinnm ri> iHUn'mieoto, ^biewmo*. 

>cn(uj f - -+ iky 4 sen(u(--vij - tjfl sen («t- J-) = 0 

-wij ^ aoi (ui *!>> -r M?n Ui + £j - Id S -A Her {»i i = q 

Samplificanio *z-- ( «/ 1 Is adtjaciin d« movimjenw ^ i*: 

4 - - mi « J )4 kjL' 0 

— j 4 !- ikt — nis^jfl — n 


: 
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:< -a vt branle Jq 
■i L ai^r- 

£. que d si see-* - 
quc une« 


!-. r:;L‘ de da$3 


H ^ KuactMcs algebraical linealmcntt haHWgtaart en ,4 y 8, La Wluclflfl A - B mQ define, incilla- 
ft i 1 1 c/rdhdn de equiKbrfr de] iistema. U oira solucion se pbtjene iguajando a «ro cl detcnniiiame de Los coefi- 


denies di A y ^ » d * cir ^ us 


Jitj + /ea — tftj u* — ki 

- ki ’ k* — «i*u* 


= 0 


nc qLi4 e l n-ovimlftlto periedico ttli campuesiio ric TTnOvimienLoH a:m&niC05, !il«o la fsmciin senn 
b ftiMWH so saw. puffden LiUUarse pftm reprsenUr. cl imwimtaw U ecuueiin algfferaltt result* m* «d A > 

serf! lis mis^na. 

fl dcsJfrdlo del determinants non da: 

„< - ri±i + ii -+ -^ = s 

|_ m L tn-ij ftliffli 

q UH ] & ecBa ddn de Itaucnck cel astema Resnhwrutela te«mm: 




= 


to + ft. , _fcs_ £ fi \ki±k* + A] _ 

Swi am* \4|_ (Bit WiJ miWt 


£>e mDdn que la solution ttneial de Eai ceuaefenes de fliavEnienm « mmpoee de dos movintLentotf armirucos de 
rutticqc'iw w 4 >' u«i staa frceutntfiai son la lieciterKk fundament y =1 primer jrmSfiico, rsspretivamcnse. 

jr n = Jli sen (« E t 4- ■^,‘J — Aj sen («*£ _ if'j) 

£5, = Bi sen i.u, t t 4" Y I® («j * + ^1) 

Cl -Ltic las A . lai B y r m $ son wAslenLia af Wtrarlas, Lai m»bc& de uniplirud sun 

Al _ fci - rn-mt „ X 

57 


dii 


Jti + k t — mi 

. fcj — ra-xL 1_ 


Jti 


hi 


fe L + — wii^l 

tart^s, lus solacioiKl gcaeralei se eonweften ftnalrrcnte en: i 

jfj “ Ai sen (u L ( + i* AiiM(w s t + f|| 

*, = 1; An sen 4 + ^Ai sen (u t i — 

y jas otatr p ajustarnes, Ad., Aj,-i l y ^ deben h altar sc con base en las cuatro cnncliaones ini dales: *i(0j. ojJ.tii.sfii.O) 
y a T ^j. 


Dos rnas-Ts iguale^ ^ujer.as a una cuc:rda r la at Eli cstik some Li da a un j a grdn Leu si on r como se 
muestra cn fa figura 2-5. Deiermint las frecaeircias naiuraiei del sistema. 


mo 

r 


I.Wll 

T 

-1^ 



Fl|r. 2 ,& 




f'Eff. 2-4 


Tdrj : -,ci Laciones perieridj se ce.edc >upr-ner cue k lenstin en id. ntefdl pcrmaricvS CODitAHle. Aplicsir.clo -i cclij 
ridp del mssvimiEnto de New to m 1 1 44 m . tefiemnv 

mix, - “(cc. tL)T - [fa, mm? 

d mill + xiTIL + tet — £i)T/L — 0 


SijtailarniCIt r .C, parti La mius m;. 


fflj £i 4- XsT/L 4 (#1 — s t )T/L - 


Cflen& sc e^prti6 artier io^fnitn!*, sej *1 ~ A cdsuif y P?t -J 1 A 

ti = B cos n.-L y Jfs = —^B eo.- uA. 
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Udli^mndfl cm os Iji c^tiriiin dc rncvimJciiiid se eejnvieric crv 

-hiimM 4- TA/L +■ TA/L - TB/L = 

-f TiJ/L +■ TB/L - TA/L - 

CambLando tL linden pblenempgi 

<2 r/L-m,»*)4 - fTVLVO = 0 

-(T/LU + (237£ - = 0 

La inlujon de cstJS (id* CCUitioJies algcbratcsS: difcrciltc de 3a SOJuaan trivial it endUe-tUa. igtislsa-do 5 CCIJ el 

minantc rie Ids Ctl-cficiCnleS de. ,1 y 5: 

(2T/L - -nW) -(r/Jt) [ 

-fW) (zr/L, - m t u*) 

dfl condc la ccitacioa Oe rreeuencja oi: 

u 4 - {4 1'/Lm }«■ + arvz, r m j = ti 
, _ 4T/Lm * 


= 377 £m, r/iFtt 


EnLairces Qij. — V T - £ttl ?ad/«e£ j p, -- 1.73V r/£.«j rad/seg. diinde 7 es la fuctza & tension cn 3a cuerda. 


3- Las ecuadones di rno vi mien to dd pcndttlo de aj iisie qut se reiucs- 
tra cn la figura 2-6 son: 

£ + 1000a: - 10019 ~ 0 
fl + 10MS - IGOa = 0 

Si e] pendulo se eira tin radian y sc sucks, encuentre ef moviimenio 
resultant* dd sisLcmu. 



= — L) 


SupiOga quc d tnovLmicnlo t* prriijdko V K co>;ipone de movimltsiKOB ar- 
rndnicos de ilircresues amplitudes y frceueneias. Sea uno de estos ™m]»riente5 Fig, 2-6 

armfiiucni: 

i - A cpa (»f + if), n — B cut (ut +■ $ 

dan* A. B y i son constantcs arniirarias v *.■ cs una * lav frccucndas rial prates tic: sistcma. 

Oesptds dc rempJ*L£ir y si cn p ; . r'ca r. la? ecu acton es dts moHmiento dan 3a eiuacidjs dc Efecuencia del iiste^ia cc:r.ti 


uooa-«*> —wo 

-WO 


= o 


ff sm qut *i l — 200M H’ 1000" 1,0.000 - 0; dt dcmdi, ^ ■ 10 y u, - J?,l rad/seg. 

Las ra/Pnes tic arr-frliLad Ktin dad as por .4 S — IDO/ 1000 — t? 1 ). es dear. 

AJB V = 100/100 = 1. At/Bi - lOO/f-lOO) = - 1 

y las scuEeiocies tie movijnien CO COflvjgrtCft ei: 

X = A. COS (30* > v'.jj -l- As eoa (334 £• + 

* - A t gtJB (3-0^ + ^,1 — A\ cjjh (334 f + 

don-de las dtktn in cos nil as. ^ir/ls, j sc deben calcular dc las cuhttq coiitKcLOndt iniCiatcs, 
L{]^ desplaramientCM! Ini cutes soa Jt(0) — 0. tffO) = L, ■□ sea. 

jf(0] = .4., cos^j + ^licoa^! = O 

S(0I' = XiCM^, - Ai eoe^ B — l 

!{UC f.un dq-i: A-. ■■■• 1/(2 con ifj'J y At ~ l/(- 2 cog 

Las vdoddidef inicialcs son "( 0 ) ■=■ 0 . sfOi = 0 , o sea. 

*f0) ” vtictifj - 0 

^(O) — — -uij4, L se^; -f- S4T1 ~ 0 
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do i J L-SfQ *5. 


M,u, - 0. an*, - 0 

, J fto pueflcfi jur c«<j <n iodu momenta; per tancn, ien - sen f, - 0. o *. = ^ f n- 

| 1 * = '_ x y si mtjvifflicfliD rtsuJlaitte del stsicmn se eipr«M p™ Os uuadoiLcs: 

wrees Ai = 1 Jf 

jf(i) = £cofi30t — £ cos 33,1 1 
#(() ^ ^ cos 30 ( 4* 4 cm 33.1c 


en la cuerd.i, 



Fit. i-s 


a tisil si stem j cq; 


n-snlcs.: 


zi — ii sen M 4 p) 


ft 


Fl duenr niasa-resone de doi. grsdos d« Ubertad. quese nweHra en ia figura 2-7, eaa restringido 
a teflp- oseikdones verlkales, uracameme. Determine la eciradon de frecucncia y las razorxH 

de umpliiud dd sisKfliu- 

Mlsnfttlo 5F « rrn? a [an tie? rPir'.uS, Otteft cm O*: 

m, x x = -k t x i - ktfa-Xt) 

mt Xi = - kiiXt-tfi) 

OaanhifiJvdo d orden, lu flcnud&n se eoitvtefuj tit; 

TrtiXj 4 (fc. -H Ar«>aei ~ fr«*i " 0 

wuScs 4- + — k.Hi — 0 

Suponga tjuc d mov^ienic es peTio^ico y sc com pone de mevim Lac<u 
uraHinjfiOS 4* dirarerws umpl Indus y frecmtndw- $«-> tfflO He esile* cornp^- 


i ' *-v 



mi 


[m [ 


sf, ts jl icra {«* 4 <p) 

donoe A , it v son gcussiiuHcJ a? hitrurtiis y « w de las ftccuunciiu 
n „ turtles ddWmJ. Remplniaiidu esias cxpraLoTies =n lu ecuacion® de 

moOnuentO y siiaplaftKlrlflo, tenemOi, 

(fc* 4 fc± ”■ HI*M — kj P = & 

— Jfn.4 4 (&j m±^r)B — 0 

ttas soil ccucdunti alcdbruiiXij 1 1 n.CeiLm-ir'i 1-= hpmogeatMS cn A y it. Lii 
wiuciou .hi =* & ■» 0 seneLllamcflic c3eiinqs la Gtifltfiei6ii dc equllibrio del 
si-j[ folia. L^- ntna sOltJCSO^ sd sbticiyc ’jjualiiild.O ii ccro d dftern TiOsil-^ lit; 
las ciMifidan.es dc A y it. cS d^ti?, 

(fe» + k% - 1 Wiw 1 ) A ~ ki V = *0 + Flf. 2-7 

—hi 4 fci “ 

DesarFolOndo el dcLifiilirisrite u.b-to"sm-us La ceaaeion de frCOUCrlciE. 

i j ki 4 kt tiftj ! = j_ ~ ki*n + jfu _ ^ 

111 | wn )»!s J TFiimi 

Lo.s Tii^o-nua de ompIttiiH se mcueniFEin de Id^ cGuacioties algebruieas de fos (oelicicntes de A y 8: 


4. 

A a 
B] 




jtj 4 fen “ wjju? 

ki 

ki — kt — mii-j 


fc? 4 tj - ffl] Lj] 

fcs 

Vt 4 *1 - 

Ft 

* ’l 


-n 


-V- 



5. Si la mas a fit i se dciplaza I pui dc su poaicton de equilibria es-ti^Lico y sc sue lie, deter j^? in e I os 
tfcspl^amieotos reaultantei a:[ 0 v jcs( 0 d* las maiius ruostradiii tit ill iiguru 2-fl. 

Aptlcundo *F p n:(r a liH'i fnuKfl? wi y />;?, obieriemr.'s: 


W] 

TUi Xi 


- — Sf^ci — ftirj — s j) 

- -kxt - ki#x ~ ^:) 
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[CAP. 


i 


?■ 


= 0 


SufWftp quc cl mod mien to t, pcriidieo v eaiii furmado de com pen mi m ftfnniGnicGi ett 
djfeientcs emplrttidci y fr«uenria.H. Sea si no dc e&iro oomponcnlej: 

*1 — A CK(ui + ^) t 3^ — i? cog (ui -§- 

RempUzando otOA * a lure* ca Us tjcuacumo dc monmit-iLO, pttenemoi. 

f£t — tw*j s }A — kB s-, 0 
-kA - (Si - 7n u E )i? = 0 

titas aofl ecuucionei algebraical tmealmentc taom^enejis cn A \ S. La ijluddn A = B = 0 
wnciFfamentB ddine In cundiemn de equilibria del siHlemn. La dm wbekin er obhenc ^un- 
laado j ceto el ttetermi riants dc Iqs wefteemet de A v fl. cs, dedr, 

{2fc — mu*} —k 

“It (Zk — mu 1 ) 

Desarrollaudu si deLerminaatc obscriemOii la ecu acifin de frccueuda 

- (4khti)n* + Wm)* — 0 

de donde *ij = i/ft/jre ^ fj = rad/sef. 

Ljlk Jaronet dc amphtud esiflf, dadiin. fwr 

AjB\ - kirn inuifj = 1 
A i/B t - k/[Zfc — moii) — —I 

far lanLO, Ioh moviTniEnlw o= i.i? masas esiiri tXprcsadci por 

*■<*> = A t cos (VkJm i + $} — 

- A L cos i'/khn. t -V - 


m L — 


n 


mj 


A 


A ; oos i ^SkJ-m t A p.) 
A z cos l } 


dontle las. eudtrd constant ds incesmtiin dtben evuluatae pot rckditi de Lu ctum? ecndiriojirt Iniciaki: aufO) = I 
— 0„ = 0, r^O) = 0. 




1 = A | eos ?J j- A. cos $ t 

0 — A, cfls.# L — Ajooetf* 

0 - — «, 4 , s=n £, — s& 

0 — — Aj <cn a, 4 ti 7 4 1 sen (Ajj? 

Rcsnivirnda Lii ccuactyntt [/> y cftniunlamerik, %t ohiknc A t - 1^(2 eqs p,) y de lu-s ecuaelpnc! ■;/] y (-J 

obtsnemos sen 6,— Sin pj= 0. OSH, ^ = 'ri — G- Per lajtfo, Aj — Aj— ], De modo qne los m-^nmlcmoi <3e L 

a^r (C) - \ co-s V r Ww t + t 

^■(t) = i to a 'i/kfr n ^ — X-^Zh/m t 


-iiJh 


Pax a el Jived 0 principal de vibradin las dins masfcs Se mUevcTi en el misme- sed«Jdo j ten i^uales aiinpli(Vd<S. 
eite cmq d rsiOiid dt ucopfomwnto m tufru ningfia csfuer^o. iPin el uguncfo mods de vibrt<;irtn l Iai mam rnuei 
eo sen idos upueslos peri? cor amplitudes i.cuslcs. El punla rr.edio del resorts de aeop-lam ienio periTianece (juit'i 
dcbldo q b B-JmeirJa dm I £lsC«ma. Es5e punto t^racionario iti detiorninu nado, 

6, iCuales ser^n las candid ones intcrai&s apropiadas. tales que d si stem a del problems 5 vibr^ (ii| 
„ ed d primer modo principat y (b en el segundo modo prmdpaJ'? 

EE movlmiento .pcnef.it del sJstEiua friia ddiJo par; 

*t(i) A} cob (u,l + ^,] + Ai eu-pt (m a e + 

SsU) - A| COS'tij,,# -r — A: COitu^t + ^ill 

ApUcando !ss ccwididones iniciaks r, ( 0 ), r, ( 01 , 0 ) y ijW, nhlenemos: 

a; : (0) = A t eos iff, -I- Ajeo-nij 

sen — AjWj, sen ^ 

A , COS <ji | — A. E1T1E 0.j 

,-A | tf , 5CJ1 flj | — A i «, ietl tfi s 


<M 0 > - 

acH'0} = 

^(Oj = 

V fesoivLcnJo ectaj ceuadonea halltmoH que, 

- Xi (0) ~ jit, f _ jjfO ) I 

— 2 cog - 2u : 3 sen $, 


A] — 


A. = »» 


I.( 0 J 


COS 


rj Li) - 
ji*. 1 ! ?an 


Josue Arturo Cedeno Gonzalez 
Ingenierla Mecanica Industrial 
: ’v Universidad Tecnologica de Panama 


,^)ehova te bendiga! 

■V 

i CAE# 



I^aV. Jj 

i c) Piriid primer 


DOS GftAOOS PE LI BERT AD 


39 


r.odo principal dC v\hrac\t*. At =0 v p*r tame, 

£_(() A*eOfl(>V - ^J r *>(*) = A CCS to, i 4 fy,i 

lo uul f^ujuic *| near 1 .( 0 ; “ . v 

( t, | Pi r E * | 5 c“u ndo in od* pr tori pa! de vibrncian. A L - CF jmhjt tan lo. 

+ iiHJ - A t cas fuj, j 1 - 0 t l 

ia fuul re^ttjcre qsie xj{QJ “ flji’ 1 ! y -^il^i -- .i? ^)- 

D ritim delgadas dc sudors unitor me que pcsa* 5 Ib/pie cada unsi. cstin suspendidits dc sus 
e™ renin* siipertores v sc? uncm por medto dc un resorte dc rigide* 5 ib/p(rt, Comq se tmraitra'ert la fi- 
giirrt 2-9. if $SifflW se d espial ligtratnenic y sc deja w libertad, iCualcs son la* frecu-encias naiu- 

rjles dc EjsL'ilsicEon . 

’fomendo nsomwios ion respect# a los Jiuntm de suspen *ton " y A. «r«mM: 

jr L i)' IS — irtj $P 4 0 i ) — [ 3 G ) 1 t?i “ 

JTj l\ - — ‘ien — ( 30 F to* — -^L>jlt 

Jontjp J y /, sen los moment dc tosrcia cc la? do? va rill as am respect# a M y A'. 

PiBUO-iciiaciOfiia peqtwite' S™* = *■ U^Lfln /, = I^Li - 13-4 y Jt - 
luipfp'T = id* «itEiLWHGsi3c inovimicutfl ac convicrtcfir cn, 

"■ — V| — B6,4tf!r — 4&.4^ii = 0 

Vi - 4i)14di - 385?, = o 


ll' I L'i jP|( 0 ) = ]1 


Sea if j = -A itn (at — Vd, 
- # ten ( jf + ■/')■ 


Vj — -i/A sen M 'A) 
"rf" , — °-w : B sen at — i/.i 


iCvlcIflntH .;J"i y |f I 
r 'viihicnio; ds 


a amplitudes. 
.;iwas te rnaevi 
r^ rT Tn arnsce 


an. i 5 vibre, (s'?j 


R-JliipFimirdo CHIOS vjLoi*« ! ■, c;. ici nn^s di :iigi'micnEo H Lencm^s: 

{ 5 * 5 .4 - u?) A - ;f% 4 £ = 0 
- 3 S 5 A + j 40 1.1 - u j )j 5 = 0 

y i-a ceuaeii'jm dc ftecyflaciB-uhtotitlu j‘ iyujU.- :. eer&ddei*rmi#ontfidi! ktoitficle^ 
T« He .1 y ft es 

tf - 1 + 2000 = (J 

ii-J doiidc f, = 1,95 y ^ ** 2 -t r 5 raJ/sej. 



Fer. 3-0 


4' 


T*<0) 


sen 


f|»T Encuenire ia.-. frecufincias nantrales dc oseikeion del pcndulo doble. que sc nuic&ira cn Sa Hgura 
‘ - 2- 10- donde m \ = uti = m > £ e » ij — L 

r mtijindfi moittunirt^Bri «apc ao h «u rr« j*el /- y »l pumo pvctudo ^ c hictwtnoi 
i’s sijnjic.i'ci ccyj.cic.ics c-c mo".- fittilenio: 

-jin — FFF;i.-iLr 9 \ 

irt L A. a - m yL,9, nwyLitii — nt, (£- j. ^ j Li?a)Lj 

Pjf :i .inyjiu> lie OALi-.-icit- pcqElcn.v-, icii if 1 (i, ) IliM ecj At lOflc^ dc m«ivinsictlLo 
ic ctnivierLtci en: „ 

*l + iy/Dii -l- $ J 2 - 0 

"4 + #, + [ff/Ds* - 0 

Suponcj cue e .novi-nirntn es perioJicO ■- ie COffiponc ce mC-vim.it: n-tOS grmctQtcM 
dc fltferentcs u s\p| i eu(J:<jj \ Soi unu de esioi caniji •ieru= , i mnjflnicos: 

= A CCS (i£t I- y ftL — Ti COS (u:r + 

RenipliliLindg ettos nici:es cn .is eciitiL-mnei dc urn •uiile.'uti,. .bLen-.mu: 

(,/j/L - u')A - (. WfB = 0 

-ltA 4- [g/L - ~ 0 



t’ 3 ^ 5-10 
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(CAP 


y la fiCUHCEflrt dc fretUfincia. quc iC CHoU cn ! :■ J i^ujlurdu J ccfc! rl dcIrrnLtointc Lei COeficififlWJ de A y $, c* r 

« 4 - (iff/LW 4 SffVtf = 0 


de dosttie - OJ^Vff/L y -j - 1 rud/seft 


9 , 


:s !■;:-! 


a 1 1 : 


SfH 


-0 


IS.'i!ffl I 

■T. 4 -: 

'ill 


$|i 

.. 


1 > r 


Dcduzca la ffcyacjqR de frecueneia dd slsiema que se muestra en la itgura 2- 1 1 . Supattgti que fj 
cutrda cue pas a, so b re d cEliitdro no desliza. 

Empfean-do In rcuacson de fuerza.F 5 F — mo para a masi ai y La 

ei u UL'iirt ik MOrtKmo t'jfitonj pnr-1 cl riiindrc tic m|s-_ »r f , .ihucnt'JsoiL 
77 r,r = 

J*$ = -far 5 :?,.-- fa (r? — jW' 

dondt/y = « cl rnocr.cn Lp de ileitis diet cLFLGdfo do radio r. Carti- 

blando cl ordcn., Las kuci denes »ie iriovimaernt] a oimviorLcn tv. 

mi V 4 - fcitf — far* 0 
Jtff 4 {kiT* 4 far*)# — farr - 0 

Supsmga epic ei moi^icnio cs periMfco ysc comport de mo>1mic^- 
Ui atmflniMS de riifercnlci arnjilUtufei y Jrecuendas. Sea 


w ~ A Hen M ■ 
§ ~ R ,srn (m£ - 1 - 


" - J*A icii w? | p) 

V = '« l £ sen (wi 4 


R-a m plsi^a ndn Htns va lores en las eevaeiuiten de movim lento tenfimos; 

(fa — — farJ? — 0 

-r <far* 4 far 2 — - t) 

La ceuaciotl (le iVeeucndu, cue sc Iibcienc ieej.jmlt’ .i cl:o cL 'itLei- 
miniTiLe de Iq& C0efici«ue» dt ,-Ly F, ev 

2 fafa 


■i ! r''^ : k?) ]*i z 

w ’■ " ~r '• M 

7 ?lt 


4 


HljBM 


= 0 


:~: V 



10. Dos pendulos simple!; estar unidos por un resorts, como se muestra en la fi^ura 2-12. Dcicrmtne la 
free Lien cia naLural de cads pCEidnlo, 

Tom^ndo mnmentos alrededcr de iOS p'J:LEOS articuEados 
M y ;V b [encmoi; 

mL 1 ^ = —m&Lv i — ka'{9\ — 

mL'aij = —mg Li? z - ka"-(e s — &i) 

Si — A COS wf J Si = if cos wf. ftempLiCLiiiio ei- 
Ida y^lnrr'i u* <cn^gioncs dc rpO’- mleiKO, nhwnemns: 

f —if-mL 1 4 wt gL 4 — k&B — 0 

[-ti ^mL 1 4 vtff L 4 ka')B - ftoM = 0 

La ccuadifi de JlCdiencj^ SC Obtcene i^ujjandu a cird t. 
delrrUtmHf-^ dr. Eus cocfjcicnics dc A y H dec if 


— u'mL 1 + mj?D H Jcrt 9 
“ia* 


= 0 


“A ® 1 

— w'tpJ. 1 4 iTiffL 4 kti s | 
PSHlP 4 ‘^lLnntn ci iLcLerminjftLc otllensjuos 
w + — 2 (ff/L 4 k&hvL^w 1 ■ (gVL 1 4 SfcaV/^^ 1 ) = 0 
qqtc n 05 dn: 

a. — Vtf/£- y id. = \ f p/L 4 SfcffiVutL* r?d/seg 



Wuji -I- A 4 


Fiji. 2-12 
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l Determine 


ApltoMdo Ea ccuaclda dcmdmnb l«-dndal Zl' - J* Kncw0K ' 

jr/flV - -fci (riiL)rj - fci<rj *i - nflijri 
//s, - - ktir^-ri^r* 

Avnd, j , * Jt - W 1 »n 1U: moment de Incrcia dc fo* eiBndrw. episode d mdw vbi^m m. 

J |'/i -• (Jfc ( rl+ 


Supuaga 
das- S^a, 


~ 0 

J.j V. + (fc u rj 4 ft E r*)Ji - ’■ 0 

c | mi:'. . ■■ j: - , -Tir lieu sc cum pone de rxiovtmtcntos a:rn6n cos difereui® amplit$fe$ :rccL4 "- 


} [a ckfittci i i 
v lerlea en 


d, =s A sen Ut + f) t £ = «n W + 

Pl = F ki) (*»t + *), tfV = ** (“* + ^ 

Armplazfinda bem vaforas «■ las ecuadrats dc movimiotLo , obtain*: 

l,^rj +■ A:±r* - 4iV.)A - fear, ft £ = G 

+ IforS + for;- uViJff = 0 

ft , _ *, m _ flt: ,■ ±t n ^ r y J - A = J. las dc movim-enta sc con- 

. {Str^ - u*J\A ~ kr>B - 0 

f ~kr*A f - y?J)B = 0 

La snluciflci dc csLai dos ccuaebna al^tesjcw, difereflW de l> leduddn trivial «n In qi** J fl BW| 11 ** ro * sa 

d'bltcnc Igualando a cera ei determ manic dc La* GQ-eficLcnie; de A y 3, ** dec:r. 

(Slfcr - ujV) “fcr 1 

-Jb^ (fiJCrr- - v*J) 

tjesurrollartdo cl deter mind rue hb obtlctt 

u* - (Slt/mjat 3 -r tffcVttt 1 - 0 
de donde u, = 0.92 V ft Aw 7 *i* - 2,6$ Vfow rad/seg. 

12,. Deduiica las ccuadones de rnOvjmienLO del sig* 
tenia, mostrado en la figura 2d 4, para angular 
de oseilacion pequenos, 

Empleaiwfo SF = ma 

nij Xj — — in-j If _ 

dpnde XI ^ II + L sen 4 y £ ts \& loiieiiud dcJ pApdulq. 

Pam angolas dc OKcilacin- fwqii^ries. - £ + L COS # fl ■ 

For : an to la ccuaci^n dc innv-i-n iinio sc cDcivLerte m: 

fm L 4 tmt}3Fi + -f Tn 2 L'i — 0 


Fig. M4 
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" jfc , - k t m \ - /*» 


'uaddn de frccucncia del sisterati, aoe sc muestra cn la figura 2-U t 
rtu m = ri ^ r y Jt = Ji = J- 


k = 


I. Suponga qntm 


Flu, M3 
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CA 


Ln sc^citia tcuad An rip rrwvimienia h obliene nnsideTando 1o& mitaicition quo sctton ilrdlcdar del pujiio o 

Wr'^iL egg ? - (m , 117 Mi y )L icn $ 

□O^rlc y - Leas 9 \ y = L ien £ 9. Supor : cndi>qu trios shhuJ-js ds r:-ci:racjcn vln prcpien.-is i un ( - f , * 

y La ttrunOi eeujuirin cc in oH iTL.cn L6 ie L’anvieriC en 

V + tffJDt + xJL - o 

\(?ta St n, sc fluinfant Giidcia^rip. e! liitetnq it redoes n un feterju dc up sc!,,, gmdo Se libcnad qnc jhm, 
F-indu a simple m irummicnto, Os dccir. ff - — (}, 


: ; \ 










1 


' I 1 '' 


13< L"ei pendulo frsieg stable de tnasas m i y rfij si: nines- 
tra en ia figura 2-15. a: y s^son las disiaricias dssde 
los centra tit jjjasn has La Jos punLos pi v 013 d os uu- 
rrespondienies. Deduzca las ecuaci mss dc novi- 
miente, 

Sssil u .. y I y ( A’? ■ >'j) EiLh ^utrdena d as d£ Jj> cewros 
dc m&sa Oi y Oi, v y J: ;oh :rmme:-;:os <Je Ferris. tie lo£ 
pendultw urm resre^n a I cj'c -t raudiin Toiiwndj ;iiorftenr*5 
rcifccto 3 Loi puaLds B y A. Ldnemcs: 

Ji 8* — -HtspOj 5CA 9i ~ JU± 4tj a t cos S z t (TOii*- idr. Pj) y. 

ffFi + Wiyiij — — ?7ti \h L icn (f| 

— m s r*yi — — nu gL uc- Fs 


do Tide 


For LilnlJ, 


■*l — j j L Sill 

■i i — L> $oi £f, + fli >.ers 5 ,, 

Jfn “ a COS Vi 

V- — L COS + Cl cos !?j 



— a L eoa Sj Si — ai s’ 

i"ii = /, e*i ^ L Vt — L sen ^ — ti- m cos $i Vi - Oj, sen $-i ij 

'« f# ■ 

f/j — ~ ft , ien $ i f) s — : r cos 9 ; Sff 

^ if! - - L ien (J L rfj — L CPS Si ^ — 02 StTi (?:j Je — at coa flj; 

valores en las ocuactonffi do mnmennos h ofeteaemPs: 

A Si + ms[oiL cog — #|} fl, h c,£j SCE1 (tff - tfj fl! A d|Vi + cij^ ten ^:J = i> 

“ JH| [o' 6* j. - o.ff ser, j.f -I- tm t L t 6, + Hitt cvs(ti}~ c':}Vs] 

A mi djL 5-cn (ft — Sr) &l — ,r jF. ^5n jfj' — p 

Sopooiciadp quz lai osdlacioncs sm pequeias (son s = t, cos b = 1) y despredamk InMcrminos ric ordcfl juperior, 
l-l„ j,ollis<^ dr muMmiemo &e corivicrt cn en 

Ui + miff?) 0j + + TKifr-iV,. — LL 

(.V j — >h-i c?i — *fli L' 1 } S>. — {Mi gn \ ■ fHn tjL)th + MtO.-tL — 0 

1 kaer.do tm Lgual j cexu in ... uJiirriA eAprc=, 0 JL, ifi obliene]= cc'Jacion tie mpvjmtetno dfi tin penduli) iis-ige simple, c 

mo el L|ie.-ie Estudi.ien cE proljE^m , : 1 ,ieE Coipitulo |, 

COORDENADAS PRINCEPALES f-'G j 

14, Para -si sisiema masa-resorle de do.y grades de liherLad, que se miicstra ep ]a figura 2-16, eneuenn 
lascoordenadas prindpales, Supongj que k = m — \ , 

•(..•'no sc dcmosiro cji t’. probtemn I, el muwmienc .1 ijencrRj del iES'cma a. 

- A, un(0.63r - ^ I A s «n(l f (,2i 'b ^ 

*>(0 = !> J iw { 0.6.1 f D.-GJ.-l; *tfl ( l.fr.4 \ 

dnrade A; ^ 1,6 y ft: = —0.63. 
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DcHni 13TI nn-cve ^ coordeciftdLis. >, > y it luL q.ic 

J)!, si Ai Itrt {O.ljflf + rJ 

= A* sen (1.62t +■ 

n movimientoi Armc-nicon, sus eorrespoiHlieBues eai;ician« de mavirnlaim 
= 0 

0 
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PueSio quc y I y y 

esc ill lilsdai pfir- 


y L + 0-45 Tl 

p-; ■+ E.62J/S = 


Este pa: de cCUeoOH« 


Je piuvLnLtmni reprcscdU uti is it cm a vibrmur:u de it os gude* -k S^r- 

««■*«& WMd«x»IW« te *-M» y *>— 

a ,4-gftfc. iMt*. He Mtumbnu cirtliai » dinimlw, y, y y, irw sowdcnada* 

pnndpnlei- Alton, 


Eji tionMeu-m cl ii. 


it ^ > L i + J': 

x,- * i jhy i — 0 t &jjr'5 

j , * o.: to- fWS* 
j?i = 0,7 is , — 0,45*1 



Fig. Mfl 


$ 


IS. Determine las coordenadas principals* del si sterna que se mucstra en la lignra I 
- Com o 5 C dcmO&trc en el problems 4. d riifl*iTrlepla J*AersS del sisLOda 6S- 

J^^t) = A I an ('/ki'm t — fj) + At sen (V t 

A i vm irfkfun. t + — -4 j sen tVlMf/tti : + 

Lfer ijts un nuevo pz: d^cocsrdenfldas y i y j;, to -l 11 ^ 

" ,4,, sen {\ f k/-m i 4- y L ) 
pi ss 4i sen (V'^/w l ^ ^i) 

Pkimteque ^ > y >'j wn tiwvLmkrntBJ armAnlo*. *ss snrrsjipoodlente* ecniLrieoM dc iJtpwimmt-.e 

oAbndadiup or y t + = 0 

p J + (SA/™} g; — d 

Lsie par de cciiscicmes de riiuviinistlio rcpreiuaiia Un sJsiema ribriam flo ds d&s. Ljraitji de li- 
bcKdii, Cffll dps, fruL'iicnda’, ndHsrinUa: u, ~ \fk/m ; w 3 = ^/HAs/w r;id . '«jt- ruQSlo q^c «n 
bs eamritMes de mo*i mientt? tid aparetxn terminus de a-MpIg-mientc estaitco «S dinimioi. y> y >■’ 
sun coordeaadas pTincipaLcs. AhoM, 


-17, 


En eonsecucTida. 


lit " 

xi — ■[/ l — y? 
T/j = 

Vi = - rs} 





1 ' 

I 11 





y i 


Fur. 2-17 


ico Jim yli. uc- 


- 1 "i, cpciJEr^rc ‘J 


COORDEMAUAS DE A CO P L AM IENT O 

16 r Up yistEEup vibranle dd -dos gratliis dc llbeft-pd con si a de 
nnii iRRsn o ! y de dos resort b dc rigidez A' i y k:, res- 
pecutamentc, eomo se niucsirii cn [a Figura 2- IN, titudie 
1 :l action dt rtctipkimicnlo del hi^tefna 

Cum -: se mUes^n en hi 2-53. 5e nceelitan dos coordenadas 

ndeper, dLeRy.es. ,V(|' I >■ ^ {?) n paru diterniifi;] r : a con H utra zi dr. tie I it=.- 
icmfl ("s^ridij Sf - mu, tenenn^: 

m !r -iti(r^L:^) — Mi + b*f) 

J& — ki(x — Li ffiLi — Mi + ? ^s 




: I -r (t| -|- ij}af - (Jc : Ii L — AiLa)e = 0 

■I* (AiCrJ + “ (AjLi, t 
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DOS C It A DOS Dh LIBERT AD 


[ CAP 


i 


lai cUilo ierin imtependjenla la uno da h atm it ej USfminy tic acoplarttiento (it i i. « — JL£j) 4$ igua! a ctr&.cs dedr 
k L = Jt:£r- Si esto nc Sttttdc. «! [tlt^imsKlto re -ullaiLtf tic In fish; a cgnsiarti or mowjjiinU) cfe traslaeio : y de motfmii 
to Ac rowciAn, cuundci a It de aJ ctauo de £t averted dc. eurrpg ur dw»laza mien too sc Icapli^ue un mumcnto torsional, i 
mu condition initial, En turns palabras, la masu rotarfl cn un plana vertical y lendrd isunbioti un moYimi'ento vertical 
men o> cue L .L \ - kiLi, Bto eslo que it iOrtGce omo aco plain lento c$(i»tco o dSsuco. 


KefirliJitlonos a Ja tlg-j/a 2- 19, deride j.'(£ y 
vimiento cstar. dadis por 


£.(t) ;e TSS-^n OOniO MOjilr.nlCLi del iiuterr-a, "as ecujicioneS dt r 


my — -kdy — Li*p) - k 3 ( y +■ 1^4) - mL$ 

J <r> — &i(y — Al^)Lj. — £+ [jf + L.2f>)Li — myL 

my + (ki k t )y -t mL £ + (fciLj — & 3 JL l )^ — cj 

J $ + (fciil- 1 - 4* trlL j/ — — k^L = 


0 


E:if pa; de caittcianci de mQfimieflto c^nlieme t-d-triin^-. t3e ^op imie"- 
to Leiiiu sstilirU okiiiI dinirrnco. Si t sii = kit.-. *1 sistema fer.e um^rnc;.- 
tencuplatnicntt) dinimicy u lie in etc in,, Eei cMe e^.i, S\ -i mas;L Se nr, lew h,tE.,i 
ardba y had a abajc en la direction y, la faer^a de inertia /ir^'.tiuc aclCa cn c[ 
cc.rr.ro ds gra vetted de la. itutsi. induiHri un ntotimienlo en ia diJtccid! 1 cl, cn. 
vi rind rit In iircinn dd mumenio myL, Par otrfl parte, l.m mOvlrtlienlsi Cfl lidt' 
recduah •$ creariL, iLOlilaffiiente, ur. moiimiento dr la masa en la direction v. 
tkbido a 1st iW/n mL f. 



17, tin Id Jig ll r i 2-20 se mucstra una represent a cion esquemadca de un auiomovil. Si el automovU p 
sa 4000 lb v liene un radio de giro de 4,5 pics alrededor del centra de graved ad, encueiure Los mod* 
principals de vibraciGu de! autamdvH, 1 1 vale 250 1b/ pal y kt Vfllf 270 Ib/pul, 


D'n asittjmfrwl licqc dc dos gmdos de Ebert ad, Con 
^1 ftfl CC^aLlar la icclis lie acopjamiccto vamos ± rentiderar 
(iliicuiJKatc Ll mov :I11 ienlo cn un pin no vertical Sean x f 
6 Is*, crardenadas.. Las tciiactonc; ds ma vitnieTil ci estin dgdas 
p;r 

m" ^ — i|(* “ Lit) — 4 t 4 (w + U$) 

j * - hi (a — LiS)L, - k*[x + Lt$}Li 

dr-nde J = mk : e? el mumcniu de meresa del automovil. Cartl- 
blando elordcn, tenemcn; 

mj |- fftj i k^x — [kif^ — kiLi)t - 0 

7 ■? T (fci Z ji 4- fii £, jJp ( ti E 1 ! tij ja)^ — i) 

t^Ue ccmlisnsn el Ictmino d“ acopiamiento e^talico i£i ■- 
faLi). Kemplaj;in4o kt y J.j pK sus rcspeellvos vatofei jr 
J = mk- uti Fa? crjucj.^i^de mo^ir^Rto, otitcn?mt?&; 

x t lfe-1% + 522$ = 0 

9 - + 0 ,B 4 r = f> 

Sei x - A un («/+#) y $ - S ien (uj — ^i. Rem- 
play jin do estos vhEotas- en Inn ecuarionert tie movimtento y itnnp||> 
ticajido. 

(50 ; 12 - ^ 3 }A +- = 0 

0,544 * (04,22 - = 0 



A- 


Fig, 2-20 



Li eeuuei6u de frecucn rii, r]ue u obilene ol i,guaJir a cert el dstermiji^nts de lu» cnsficienieA de A y 8, ct 

- 114.au* + 2923 = 0 

que n-ns da: u t ■= 5.5 y u, ■= 3,9 rad/se£. 
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is, Una barilla rjgitla, de peso depreciable, 
tiene dos masas ignites in. una en eada es- 
Lfemo y esta unida a urva vig.u en iroladizn. 
La cual tiene una rigidcz; torsional A' y ii'na 
rigidez lineal k , eotno sc muestra en fi- 
gure 2-22, ^CuAlci son to* ^rminos dc ico- 
plain te mo del si Stem a? / 

Su pen fa <pc d ceutro de gravcda.d da U vafilln 
jdLii a u.'ia tJisiancja e del cAtresEiJ dc la vigi. tytilizifl' 
do 'F ■* mo. La primcm cuuicitn dc nTo'pvinrienlo 

J 

2m x = ^kx - 2m(f fl. 

donde kx ti ta PlKrZfl I est&nradoru: deblQaal compoi- 
titniicidici eftitioj de la viga y H 0s :;i ruerm dc 
Literal de bids 3 La CJCfcnlrEddtii del j^hhUO de grave* 
dad d? Ill v aril | a. / 

L& se^undi ccizacioj: tic rtlOtfimEefllO He3 sstli’ 
«IA Sc encuejurn empleaadjj La ecui^fl^ci dil momenta* 
“ J If. O K3, 


/■“v 

\ > 


F\&.2-21 


J » = -Ks - 
domic J es ti mamcnio de incr;i£ 


2m a e 


de La varilla con respecto it puoia O. K * a el memento resiauradof de la qu* « 
ramp*rta como iut eje. y « el momento debido i la esceniricEdad del centra de (ravedud it In vanila. Cwnbiando 

cl ordiTi. las- tJL“u-actc?nc5 dc mov/j rnii?l to sc GOflvierten en: 

/ a -S- + 6 if' = 0 

V + + [fan* \fJ)x - ft 

en ConiecyenciJi r tf y ( 2mt}J i son Lo* SirminOS de ijcDpLnmitiUO dinSmiflo 1 si’tema 

I 
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If 


21 


ip t 
3- 1 >■ 

:>^cntO 
W 'r.iiomo 

.s ^ua dents dc 


Los m «b>s prindpates He .ihtKito *«no.«ir« ds us rjimcs de™ P I,»J. 

AjSx = ES2/(S0 P 12 — JS.S 1 ) = S« r l 
fa/Bi = 532^5C.1S- S.rj - -1B,6 


iunio 


u rnuenrt enlo* fiB'iraa 2-2 1 (o) y 2-2Hb), 


t’rinnE mu*: 


5opi"(lri muJo 


Fit. 2-ZI 


T, Ca. 






, iJehova te bendiga! 


DOS GILA DOS DE L I BERTA D 


ECUACION DE LAGRANGE 

19 . Utilice la ecuacifri dc Lagrange para deduct r las 
ecuaci arses de mo vim ten to del pendulo acoplado que 
se muesira cm la figtmt 2 * 23 . 

E»icprpb]emp it rctujvlien d problems 10. cmpkii-sdo l.t 
3rj‘ d=i mod m itn t-n rie Nekton. AquE resuLcafTi Svideiile qtic ia 
contain (Sc Ln^f.iriec « una forma mii dirc-cia d t resolver tei 
problem's He vftracioncs y ts padrculurmenie util pnra siste- 
m4i quC litnen fipjtiionti ik cnergia dimples. 

Para tialemas canservativos sin e&eiLld&n, In «r fioci Ofl dc 
Lagrange puede tscrLhirsc cottto: 


d 3i h.c.) 
dt si 


fltE.C) + dfEP.) 


; cap 


Par u cste 'istemj,. start #j y Ui uDordtcLadas gene- 
ralizadas, Las esprcsiancs dt energJa son 


E.C. = 
EP - 


_d fl|E.t-> 
dt 


Hij fP £ ; 


1-ntiL 1 ffj 4- 

7/hffLd — cog tf L > — m-gLil — e&s ,?: ■ 

^i:lp.:i ^ 


«*« - 0, 


rlfl, ™1 

For iairlu, la primers ecus ci till dt movim Ertilg cs(i duda par: 

■ffl-iL- V, + TO] pL sen tf L — o- a A(fl t 

If m. 

" mit’ij 


Fir, 2,23 


-£A;i’a.0i — a# E > s 
mj gL sen 9-_ — kc. — &$,) 


?i i = 0 


c- ' i ** 3(E.C) 

SimilaTmeme, — 

fft 




3(E.P.J _ . 

= ffli ffL sen ft 4- —9;) 


y la Stgu n i±i ecu SC i 6 n de m l -".Tni :n Co es : 

m± t 3 St 4- m s gL :h.c~ ft 


— tfi} = 0 


20 . Ltilic* U tcuacion de Lagrange para eneuntrar Eas eciiacione? de movimiento del sisierna mast 
fcsorie de di>.% grados. de liber tad que se muescra en t-a figury 2 * 24 . 

p ■' 

Las csonlL-riadii* gcntraEizadas para csLe stsiema jcuur i \ 
x - enrno St muwtfJl. [.a emer^to de! lisleiTia const*. tic 
clncdca. d*bi.da -A mo vimiea to de Sa^ masasy decacr^Ea pDLezi- 
cial, dtMdj a lii action def resorle de acoplnmiorto. t 


i-.C. Ji(i 3 i L af ■■ 

E.P, s= 

I i ccu«ci6n de Lstgrangc pnr:i un Mslcmj con ic? vali^o ?■. 


dan.de 


A HE.€.) 

dt -* ” ™ i:c ' J 


jd gfE.C-1 ! ?(£-€,) , 3tE.P t 0 

dt uq c dqi \ 

«£.C., = 


5xi H 1 ! 

EuCoikxs la primeni ccvaci6n dc movi mie m o se conviertc cr-- 

*7Iji Sc | -r t{Ti; - - 0 

J ±/C l t_1 ^ 

SimLEarmenle, 


^ E,lC ' } =;■ 


g(E.C.) _ „ ^E.C.j _ 

^ ^ J n a*, " 


^■ <EP> = klXy-Xt) 

*}%! ! 


y E^ se^uanJa ecuucfctn dc movimiento rt: 


rti’.xt ~ Mr I — Xi) = 0 


Arturo Cedeno Gonzalez 
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fr ]-! ngyra 2-25 s& muestm un pdidulo dable de .longitudes L, y Ii y 
-iu-u-.uci de Ugrunge parti dedtidr las ccluwIoiks dc nmviniierHO, 


masas rt* l v mi. Utilise Ja 


Fij. 2<25 


nos ora nos oe libertad 


tenia 


U etiergfu drtitlcm del ptndulo tsiA da^a |w: 

EC. = AtfIiVi + 

v s s (L. 5 i ) 4 y vj - (Ljid* - (Lilt ) 1 + 2 r«-£.i#i ta wa(#* # 0 , ->on Fas velocities de la* 

V HU. fespflClivamrciie. come se mifistli cn las figitriis 2 - 25 (crj V :- 25 (tl 

h P, - Mjfltdl-MsJ:) - + Lull— 

(- d "ME.P.I StE.C.1 rt \ 

Le ecuaafln de Ij# ^ + ^ |; “ “^T “ °* AjMri - V 


ri 3 ( E- ,; - -J 


“ — ‘ Tn-ilj,. $i — Wti[Li 0 i 4 - Li La 5 e CO£ 'ili -Si) } 

dt B l t it __ m J d 

milA&i + )Ha [£*7 ffL + L t Li9t ■cosfp-r— fli)| + LiLxSf^[utt 

= TftiL;#i f -r ttltltlLsti: 

jKL $ = c, cq 5 ffl-j — flj) - l y 4^.- | ws [flf — #i}J - 0 purs lo qce &e su pause quit to? luguEos <fc osafacidn 
son pcLuehtK. Ail mii mo. 


fi{fc.C ! 


ME.JM 


= mii^Li sat t -fflijL] sen #1 


3 ?) " J (?■?! 

n prim era {scuaciBja de movimicnKJ csti d-idE pen 

i .'ft l + Wl*}Ljffi -t m-jL?: — r } 1 3 1 — 3Pta}^Si = 0 


Sbuilanz.cnltr 


d B (I C.) 

& th 

3 (E-C,) 


t l 

— — _>nn Lsff i — im 2 L i L ; a i era J#i — £ J | 

= ift; La 3j. -f- ?tts: Z»i L i 0 i 

□ (.P-P-) 


- m-iffLf sen ti 


y i i ^tL'inrii! ecuandn de n-'H'imitnto es: 


L-i Si 4 - r £di — 0 


* ,22. Eft la fieury 2-26 se muesara un resorte qsie une dos rotores igualcs moriLados sohre dos ejes dr* 
eularcs identicQs, Si los val^rcs ite las tonstanis^ son 

k “ 5, A' - l ?0. ./ = i , d = 2 

deterTTsine Ins somieiorics re movimvenlu y lys iVtaicncius naturales del sEstema. 
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(Gap. 


£A 


41 ; L J 


r-r 


f *V : , 


; 1 S 
S!k[ 
'■ll ' 




;i I, 




1 ' 


i . 








Si 




VMAMAM- 


iL 


— VyVVWvVV - 






ti v 4i represents Los dfliplaEiniEcncas u nsulures dc b; rstyrws. Lai eXprtCilQrtM dc encfgfa dal wiiansii putd* 
exprcsarse ci>mO; 

e.c. = ±J9\ + ±rS* 

E-P = + * 1 ) 4 - fc)« 

doti de J tt el monmnip deiEicfcii dd rotor, Ahar4, 

d 3(E.C) ... * 3{E.P.) „ , ,, 

A ~ - ,f tu 0, --— ■ ■ - Adt 4 Jw*(pl - p s > 




4 tf[ 


df sj, 

Por lartta. 1(1 ecuuciOft de Uigrlilgc nos dai 

J s\ 4 fffl, 4 ka ’[$ i -- $*} — 0 ~ 

Simibrmrr.tc. la segcr.da tcusciin &e m c'i m i cti ta rtti dudti per. 

J s's + K # i 4 Aro^i — fi-jS - 0 

Remplaarrtto Sos valors da las constants er las ecu aci dims da iaovlinLcnia. cbitnemcj 

Vi — llLfSj — 2&ffj ~ o 

0*1 + 1100 a — 20 ffi = fl 

Supoiiga <suc ct rnovinucnEO ti peri 6(1 1 e» y •>= compine (!c moVimtapLoj. .ntniAn!.« dc dlferecuts iimplltmtai y frt. 
ruencislK Sea, 

tfi — ^ sen («i 4 v fla s U sen («± 4 f) 


RsmpLaor.tio ;. sLmplLJjardo. tencT;,™: 


v Li ecu acton d: frccutntia 3£: 


(110 - u'M -■ 20 £ a 0 
-20,4 4 illO-VEZ? = 0 


(110 ~ ^(110 - J) - 20 * = CE 

qu< nos ca tj L = 9,43 y u. - od/see. 


23. Un pendulo simple de Eoitsitud I y peso es($ pivo- 
tado a la m^a ( V, la dial desliza sin friocion iobre un 
pEuno horizontal, como tnueisEf'a en lu (Igura M7. 
Utilise b ecuacign dc lylgrangf pnra elctcrminnf liv- 
es jaci ones de rngviTnisnio des aistema. 


x( 7 ) d snoEa ei desplazanaiento dc ta mr.sa M > tf(0 denora J j 
o$dUel6ti angitlar dd pctduLo. La encr^i.-i iindtici del swiemo w 
■lebf al tnovimcento dc La masa M v a Ea ofciloc -n dti disco dz. 


Fly, 2-2"7 
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SJSJS comp^n) y d# I* pMisEdn dd dii™ dot *Og£ 

lo. come sc aumlra en b fignto* 2-2S- 

E c - ^Mx 9 - $*■(** ~ tJ ^ + 2Lx * Gm J ) 


v pjp rnruu, 

4 0 CE.C-I 


rit 


£.p, = ^fr* J * 

— {iy + m ) j; - mL if eoa d — mL& 1 sen t 



fix 


*£&■ = k* 

5 * dJE 


Fix 2-26 


Emplcundo in euuaclin dc Lagrange, gbieiwmM: 

(A/ 4 m) x ■ ntL if cos t - mL ff*-fert ff 4 if si = 0 

Fara i-^utcE r|c jsilLlflciAn pcqucfcii. sen 6 = d, eo» tf 1. Dciprecunda los IflrmiitOS rfti eftlen superior, Ij 
F cusidi^ri de movinuCnto se cornricite ero 

(if 4 m) x 4 mL'4 4- fcr = 0 


S.’iilurrnCfHC. 


■A 5_l_F-C->_ _ ^ L -‘- _ m £” - ' : E -— = 0 1 

di 


Jtf 


y to segundo ecuadin «k me^micnLo a: 


s* 


Ld 4 ed 4 z — G 


atE-P-l 


= mLg f 


24 


c OP 

Resuelva el ejerdcio del pendulo llsica, Iraiado en eJ problems U. por medio de I a ecu a ei on de 

LiiCL'iiftge. 

I.j esicE|k l;c^i del iisietma t- nsui de dui pa*fc>; irf> dc crf>?li.ci6n y (t) dc rqtodnn. 

CE.C-J* - ffO J 4 -I- ajtf* ■ ££ni fi u"? ces Ctfi — *j)| 

{ll,C)u - ^J} j? + 

delude J, y Ji so- ioi j:iOrr.cntOS dc toe rci a dc fas pcnrlulc-i 1 y 1 con rc^pccto a (be cnrrespr.nriientes fiinto* pivosndOs 
Ensomet?, 

(E,C fM<iirtin “ iF.C ^ 4 (F C,)s 

(F P.} ii-,;f-nj ■ mij 7 iTi (1 — MS tf f ) 4 m 3 ir[L^l — ecus *i) 4 a a (i - COS tf T )’ 

Lo eeuad;6n dc bafracigc cs -t: — + v \ _ ~ — 0. Ah ora 


cd_ g^E.Cl _ ^ (E.F.) _ 


fit 


d ciK.r.'j 

si. 


oq-r 

— JT : (M t [£? 4 wofj 1 -- Ji) \ ■ miLfli di ega (tfi — fft) 


= :- — '- - q 

jffi 




= miffiitSi + MtlrLtfL 


dOiidc 'ien ff : = resfl! - 1 , y miLnsdi S£7I (Si SaK-: — Sz) — 0- pu.Kto ^uc se iiipouc que, ]os angnjos 
de Jocl^ n iOjl pccjUEfLUi. Pcir Litiiu. !=i pnmera ccujcv’jn Je mqVimientu c^: 


SjiitiLibrii^nLE, 


>' fli(, 


(Ji 4 Whaj d fflil 1 ] tf, -I- (w. a,£r f jV “ 0 

— ,- -”— — J- — I'Jfli d l + Ji} tff -\ (Hn/.Gi (?i COS i,^i ‘ '#1) 

tlf * 


J(E.C.) „ a(E.P.} 

— -■ 0 , — ; — 3 rt^a,fls 

pSa tfSf 

(1^1 4 FTTlily Mj 4 Vli ! &’. 4 Wj-iCIi£iffi ^ 0 
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IS Ur cilindro solido homogfcieo de tnnsa M y. radio r, rueda sin dcsluar sobre. no carro de mass 
' co mo se muestra on la (IgW * %». El «fM, quc «Mt mM» a *» * ™nslant« *. y t| 

■ > ncn. i c-i l cu= r li-. r r p hnr i :■ i . EnL"'J£nLrc ILLS 


Como ic muesira cn id iieuj* *-/ 1 v ' • ' . . . i., - 

respect iwimen to. puetfc deslizar libr entente sohre una superlrae horizontal. Encuentrc Us evj s 
done* de movimienra del astetna por medio de la ecus cion tie Lagrange. 






Fig. I'M 




r.c. - ^ 'e f j: j 4- 


fa* /, = JAfr- « cl 1MMM lie inerti. dal «iU*e cm repeoo a ii «&*• Ow. ft o»W» «“ **»* 


E.C. = imi; + i-WiJ - fW(i=- ii)* 
E. P - + |M*i “ ^ 


Aboea. HP = mS.-iHff.-U ^ = «. *©■ - »«-»•*-*» 


^ aii 

Por tanlG. 5a prismert ecuaddn de nwvimiento 


d 

Siiuiiarrrutltc, y — ■, 
41 


(m + W/Sjij + + ^ ^Es - 0 

= US. + pf& - U - ^ 

(SAf/2}xi + kix x - [MfZ)X\ *a*i = 0 


If, Un cilindro circular de radio r v mast »*, rueda sin desiizar denim ae una acnnaUdtiru s-emi-u 
calar do radio R. El bloqae 1*’ ttii sopwtado por on «»n* * 

mover sc sin Friociott por una gala vertical, camo so muwtj* en to tigura 2-30. tnuientre I 
ecaacioncs do movimiemo de! sisiema por modio de la eeuncidn do Lagrange. 




Fiffr 2-30 
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^ it 
1 , ^ 


; 


Us etpTffiiocHM de wiargis cinctica y poimciaJ pu-eden escribirse coma: 

E.P = I 1 rnj?(£ - r)(J. - cu* s) 

E.C - + p,(^— fj a " 

, ^ d ^^rniaitd de icicrik del dlihdro c* is =^mr^ Ademis. Icngnud d=E arm A& ^ Ro = pot lanto 
# - gfyja La veiMidad del centra dcJ dtlriAa'Hl ■' ~} ... _ 


a 


v = {(fi - r)fl] 3 -I- i 1 - 2[(ff - rfi'i ^ (SO°_+ fl){ y' 

v()ca<3 ul, H- + 2 <jR — a^n « ' _ 

Tot iiuiio, E.C = fWtf* + Im#* (Ft - r)‘ + + *& - *)*»* 4- 2xf(R-r)K n t\ j? 

Suponi«Kto qu« I at dnflutas de oscilucifin un pequeftM A«n f ^>caMsl) y deffurwiawfirloi i&rmEriOf de 

ord^n iupcfiof ( tcncrtiiJir , 

^ d{£-C.) _ ;>/ x 4- m* t 'jnV(J2 - ?■} &=n $■ — — r) costf 

ciA = {M + m) * + m(A' - r) fl sea & 

3 tEF.) 


3{B.C.) = Q 


- kx 


OX D 3 f 

De Cite iiKidc ±e obiKTid La pitmefa eaiiadnn de movimknio, po.' iuLdio di k 
etuaeidn de Ln uranic 

d 3{E-C.) _ a(£C-> , a(E-F.) = 

& 


( 3 jC i-C 

{At + m) PF + It# + m(tt - *) t ten t - 0 



A 

A?.i 


f 


X 


Slmilurrnenfei 
d d*ex-) 
#' A? 

y dc aquf, 

.vC 


— ^'77T(J? - r)- 1 # + m jr (R - rj an 0, 


flfl 


- 0 , 


3 * 


WS(fi - r) ven (? 


-t {A? ~ ff) SOI * — 0 


— 


27, La Figure 2-?2 muLsdra un si items masa-resorte, con amortipamiento de dos gradoi de libertad. 
Determine lai eniadanei de movimie&io del sistema por medio de hi eaiaeion de Lagrange. 


\ 


u kdtifa serni-cit 
e a fe&trinjidtfl 
}0. EacuenEre 


I 




La ecuacidfl. dt Laurrn^.e psra jistcM^s Wd aiSKJrtifiUliniicnte cs; 


d flfE-C,) 






Hq 


+ s p 

^ 5 l 


don tic 


£.D — - sti)* + ^-c-s ij 


** coitocii 1 1 fnp U e*iu yU d« dtslpa-jltin (fa I sitterna debida a ii pf«crici,i de nmurujjunnileniu, el euul esti «prc\cniadii 
«r Kli priil^ma pci amQrti^uadnrcs. t 

E.C, = ^Wii“ + 

E.P. — ^fciail + - art) 1 -3- 


Ahor ai 


Sim. = *3,, = 0, iff^A = im + feb,-*,, 

dt Sx v dxi Hi, 


JfE.Dj 

&x.i 


- c,rp + 
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en lance* la prtmera ecaicicn de movimieriio es: 

mjafi ■+ + e*)h + - flife -'taw = 0 


Simla rtaente, — 


rf aiE.fi.) _ 




aiE.c j = Qr 


3 &t 


djfl 


— JCi) + 


jfE.fi-) . 

Sis 


= — a {xt — x») +- cj x t 


iri 


+ (ea + fla)ii - (Aj + k*)** - daij - tiij — 0 


!,' ' 


IS, La figura 2-33 muestra un sisiema masa-resorte amoniguado, que 
tienc vl brad on forzada. Encuen.tr*: las ecuad arses nsovimiciUO 
por medio dc la eeuacidl de L;i grange. 

u flCLiycijn de Lusrange i*ua siHemw cart amoniauBiuLtBto y e.tdlacion 
pued-s tscrjfcirse Como: 


£ _ AfE-C) _ atE.P-i + 5<E.[>.) 


dt fa fa* ' fa 

clciRrte Q i ctv lm Cidtaciail. F-nra eslf s^tcniiS. 

Q, - 0 y Qi = Fm 


fai 


= Q 


EC. = 
r.p = 

E.a - \c if 


d 5CE.C.) _ rt _ n 

^ ota - 5* di " fl ' teT “ 


v fOj li[l5C U priniiiM flCU-Hiaftn - J -r Tnaurnien to a: 

+ ffci -I- - &**! = 0 


Sim Uartnenic, 


d tf{E.C.) 
dt to* 


frt ar Ci 


arn c.) 

Sis 


frt x: 


-h Jkidrt — k-,¥i — F te 


29- Das m i >' wi est^n asegunidas a una barra 

rigida de peso de-sprecLabte, la cun I esta soponada 
por don res one* k\ y ki y un amortiguador e, co- 
mo sc muestra er» la ftgufa 2-34, 51 d movimicnlo 
de la barra es?6 rest ring] do a] piano dd papeL de- 
termine las ecuacioncs dc mtswimienio del sisiema 
por medio dc !a ecuaci6n de Lagrange. 

E.C. - ^niiaiS + 

E.,P. = l^iJi + JJfi (2r, - ?=)* 

E D- - 

Q t = F$ c&Sut j- Qt — 0 
In ecaacLC-n dc Lugtarige P a ia esce sissema putde c*,pre- 


— Qi 


sa-se com o' 

j(E.C.) 

+ 

atE.p.) 

! jfE.fi.) 

d* ai A 



3 a:? 

aii 

d a(E.c.i 

a{EC.) 

■f 

fliE.P., 1 

fliE.D.!- 

^ j£. 

Sx i 

3ji 

fljf* 
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S CAP »CAP. 2 ] 


u 


Wi 

a 


i 


.Atiora. 


d a tt.ci „ 


= -tftZ;, 



a[E.c.) 

" 3 a: 


0 , 


etE.P i 

c?i!. 


= t[ij — JC'il'SjCt — a!,). 




= 2 fr i .; 2 a ¥ -a 1 ) P 

daC* 


?L E : 2 ± * o 

□ a-! 

_ ■ 

■ £ 


v pof ; 4n to 3a s ccuadene* de mnvimicnlo son; 

inaL 4- (kt + AjiJji — = Ft coaoit 

wisci 4 j fZu +■ " 0 



SISTEMA EQUIVALENTS JJ 


FfoMB 


L 21 ^ oil 

)£- 


Lr^ m^rco de acero rt^ido de masa M esii so&ctnido- por media dc un dambrt te niton ado de 3tsn- 
fiiiud IL. coma se muesira en la figura 2*35. Dcntro dd mar w sc su&pcnde una pequeria nrma ffl 
” dos resortes de constant*: k Dei^rmine el sistema masa-resone equivalence; 




M 



Fi^. 2 ^ 3 & 


Pttra angolos ttf osrilaaon pequeHiss H urn 0 = ta = */L. De esw oado. (a fu«za 
rascMirado™ dd ma tm dfibida-B In icitxifin en cl nlimibrc eat fi4ada port 

F* = 2 Tx/L 

•ionct T<s fa leas i fir «i tlalambre. otic permaraoe MitsUotc pars inguliw dt MciSacidii pcqudigs. 
Pur wniigtiecitc. U ts>n»«inc de elaKiciavi cquivalentc cs: 

h.. t = 2 TiL 

For ;B.mn la action riasiux. de- alambre puedt remptazaree par una constants dc tiasiicidad 
km - 2271 j eL Sterns squivaLenie « ;l qua Se RlUMlra m I* ligurA 2*3& Lai ecuucicna tk 
nnQvi mien eg dc ns doi sisJcmassan itHnticss y wn: 

M i j + 2 T/L + 2 h)xi - Zk?t - 0 

frl it ■+■ 2 ^(i£i — it) — G 



Fi Z . 2-35 



Una vanJla rfgida de peso despr triable > 
tongitLid 2 L e?t La pivouda on six centra y cs 
restringiefa a mo verse cn cl piano vertical per 
medio de resumes y mosas calocados en sus 
cstrcitiqs, cnnio sc macstra en !□ tlgura 2-3"? 
Delerrninc d sistema eqalvalente. 

Las ccuatici[i« dc Lnovijnienro il;3 Ki^L^ma dado 
ion; 

2 mI*Q -|- -- kh% ~ T t scr nit 

wj? I- 2kx - k L# = 0 

doiitfe # de-rtpti d dnpluamkttu angular de In v«illu 
y x eS dcs^laiaiiiieciia jealttneo de h mesa ee.) enmu 
se rmwstra, 

Fa fa el sistema ttiaM-resorte de dos grades de li* 
senai. iilc .sc muesira a la £gara 1-38. las csuacioncs 
de nwvittilentu jqn; 

en it- — , afj -|- 2lfa; t — k?i = Ft sen 

r 3 e'j -f- 2kx± — kXi — 0 


tos pares de et‘u*cl hives de rnuvirriieii'u ne iUil 
igual-SH, p^rn serp Je la misma formo, Puts- 
5isLe!nas cunivjlemH deben (Kl=r !i« m ism as 
s nai'urdlts. |c rcqi .ere aria ro"npa"-aci('“ de 
aeiasnattirates y per lanio dc Lai ecaac.o^ci de 
in ds Lg^ dor ■si'iEcrr.ng. 


Aliora 
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i- 


4 


l !i 


B 


11 


M 


Seponaa qued m-a vlmicni& ea periAdicn y » crampitne de muvimletues prm&niws 
dr difeientes amplitudes y ffccuca;i&>. Sean 

X = A fills (a:E +■ t \ z — — v?A ctiij 4 - <p) 

8 ?i B cm{«i -F cos («*£ + 

= c gc^ (ut + * 0 , *i = -u s r wji i -it — 4 ,) 

«j =.. P sea (uj( + ^ 3s\ = — W ! D sen 

Remplaxandil e£tiS C^prcsioaes en tus djOs pajCi dc ccu»ciun&. dc mu 'ri mjen.ru y iicll- 
plifietimlfi , uUsnwafla: 


Fd ££|- 


,2 m 


tUA — 7 Tlw J l^ “ — 0 

—fcA — \2.kL — 2mLu")B = 1 ] 


£ 2 fc — Emw’jC — fcO = 0 
-fcC i { 2 A; — mu^Z) =s 0 


Las ecuacjiwes ds freniencw s'e encuifitran iguaEando a csro Lo? dcie-minzTVtes de 
I us caefideitiM de Ay By de C y P. £n tu^bto mid? 

3W ■ & 


Sr;iV 


1 : f/j !, . 


Fa crtmeeu ehcln Ivl cto* liislefltts eon cq u i '■’iFLsin r^- ■ 

La equivalcacla CC ]o£ d<ii ■qnte-nudsi la mbits} puds CHableeerse dr \es cl nasi oh;* 
Ur mo^niiejviq, wniidemdo que 


ft 


U, F, = T*fh t *t = a 


V IB R A CION FORZADA 

32. U Lit ice cl miledo de la impcdaneia mecknica para halter fes respuestus del cslado esiacioitu 
del 5 j sierra geiieriif masa-rsstsric de dos gnsdoa lc ltberiad. que se mu e sir a cn Id figura 2-39 

Para vlbradones Ori-idas ?La amornsuaniema. la* fieuacioncs de movir- lento 
csian dtiia-i por: 

miXi + {fr; 4 Ie^l feafa - Fi sen nit 

Tft.JCv 4 AeIi — kfXl — 0 

Remplazando F*e- |wt por F a □(. X : puf ..v; y pnr .x:, lai eon- , cn J ' 

i-io£Lcs ie maviniLCiitci se convieneri en: 

- fes^e * 1 = 0 

dpndc i ~ v' — 1 1 M'lklieiuJo pj? c lU r y canribiandQ cl afdei'l, pbtCMrmui^ 

<.Aj — hi ■ -niiiw^X: — frilj =■ Fg 
-kiX- L 4 {fe - = 0 

y rc^Qiiisndj i> 0 [ la recli deCrtnier, 

i\] JtTa 

0 (*i “ tttsu 1 } 



Fig. 2-39 


Xi = 


(Ai h fci — Vri, Lu i Jfjta — m T u') “ kl 


(ti 4 tx — trts m s } 
— k& 


Ft 

0 


Xa - 

(Jc, + k, - 

Wijiil^.kfcs — Tfla lJ 1 ) — 


& 

li 

K 





minnim* - 

I'/rt-L k 2 -\ tllik 7 T rjisj'iJiji, 5 ■■ 

l 'l: 


X: a 


Fs A?t 




(wufcj + miki + F 

t[ lil 
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Cnnw Is fuaciin torza “ F " !eQ "* = lnl "*“'>• cntt>nccs 11 = lm ( x ' e” 1 ' .'• ° ^ 

*, = ImO^XO = 

f m (.V, c»« ftf +■ +■ i‘X, a cn {u? +■ ^ 1 1 - T| i«n + ,») 

, ** — ku (mt - 1 - 

SffiutofanintE-. 

_ ^ ,_ [(U5^ -|- i sen i Ls exprssi^n de Xi conticne tirlitamenie cantiiiadsH r-eates. Asi qae <1 = D Q 

■■ i.\\ : ' j, |r d inovimienlO ^ In mtu-s «M *n Use 1:0:1 In CM\!ad 6 r: n <-:-n L rs deG'-.yjt Js JSL'J U . Po# ton»i|eu£(!ii'!i!, 

X. = A'» y Xi -a 

1 ii rtifu^St^s del es Lad -0 essacLc-'eria son- 

_ wis— i-*) 

X "' t> — m, ■*+ (tolAji + jjIjIct l WT-ii)u s -+ ki.k, ^ lJr ‘" 

r F t k, 

” Witn^’ * fmifc; + mrfe + mifcj) 1 "* + Aj.it* " lCn 

L Q^-j-i^irse 11 vibradfin tieJ tfstado eslacianario de Ijs dos itiusas- ,■?? y r «: quo «r mueslran cn la 

i- figursi Ml. 


>l..Jo cstajion:. 

f]gyra 2 - j 9 . 



pc lo> diugiamo? de cuerpa Libre. la? do?- u^iia- 

eior.es ce Iu-'vj p-t-oden s*L..bir-.r 

rt Liri - - iafsii J *j) + Fs eo iwf 

— — A r± -1,3:. £1) ts5r: 

a 

Wirt + <Aj| + fci*a - F’o CQ3 wt 

WJj l> -I- (frt T iVj'U -4 — -fea-S. — 0 

Sispnnga que ;l rr-awirnieno es pe-iociico yse coub- 
ppntf de T.uvioLLe^M .irn^pleqs dc dlfcrcncei mnpitiuiisi 
y r^cueruia* Sea lino d!e csios com fitmentes armonicos 

,Ti - A coi (wt + ii], j| = -^u 2 eos — <e) 

J; - B C05 £jj£ 4- <£>). ^"1 = —Bu I- eng 

Re,Tip|j,f:ind<. c-h Lot. yaJjfts er In? ecu^eiisots at m:n:- 
niierco, ■ sue— os: 

(£j (- - Tn,«“)*4. — tiff /f'* 

ik: kt — TK.J iiJ 1 if? — 0 

Pet medio de ta regia dc Cruair « cncirensepn A y 1?: 


A = 



tl T, 


(a 


mi 


T 

• filial — ra) 

J 


frii 


"j 


Fig:. 2-1 1 


Fw 

-ta 

J 0 

(tl + fca — ?IL;Li : | 


F5f{. J'W 


P = 


{/fi — ti — -™ tj Trt-i-t: 3 ) /f.j 

J 1 ' '« + tj — rHa La 1 ) 

ft 1 4" ki ~ ■n ; ii ^ L 3{t3 4- ki — 

{is — ki — TJli tf 1 ) Fi j 

kr & * 


{k\ ■" ki - + tji — fHaji 1 ) — ki 

Fat. 

1 A; 1 — kt — -- fa — viz ir) — kt 


\- 

j 

jc p 

Ftg.Z^O 


fe-p.it? de que Is vi'iraciori librc nil dcs,lOxrec;do, I.l vibracitn qu= pcnr-mcc: cs un nifl?'E m ietl to arTotiviz'D simple 
■dc irft.-4icn.cja .caal .1 La rVecuencla dc In fuem h Lin gala do rase Oa O' : 'o LH.0 ya q.ic el nievimie.no de In nsa.?a «t£i cs fcisc 
0 eon un defa^Ljc de respect 0 a Ic-es;cit aci6n, Per tanlo \a VibracT^n del tttado ntileioivafi* estl dpda pdfi 


a?i (*> = 

r»f t> = 


Fn (fci -f — m M ^ r ; 


— ifcj 4- t a — WL^t^s 4 fci — rnn> ! ) — is 
fVt_= 

(ii' I ki — 


L'OS 


17 ng- u £ 
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34. AS soptme dei si-Stetna m^a-j't&kjrLe, que sc m Lustra tin La figura 
242, s,e le <3 li un dc&pln/.LiHnieriso for sad q S-inusoidEsI t!,0 - Fn 
cos u £. Encnenire las vth rad ones del estado esiacionario de las 

masas 

Las KULiGcJCitS ■i* movlmiur.tu eillrl pLT 

m-j £5 + “ ^i) — ® 

Picesj qyc no hav flmcjniguamteciio, las masas v -ran fit fase n con ur» ■!+: r i - 
mje de 180 4 respect® a I movlmi^aU) fomdo, P*f eansleitLsme. 11MJ 

*t = A CUHtiCi 3 ?i = — com* 

Ja = B 503 tft, *s = CUS at 

Rcrtiplaiando s-<LOS vjjores en l£S ccuado-aes Be TnOviitlScr.to, obtcntTnos; 


(.fo — mnu a ) A — kiB — ki&'n 

‘"k;A + (ftl — ^ 





fur ta rtfiJ dc CFamer hill tunes A y ii: 


A = 


Fiki 

-■ kt 


0 

(in — m. 3 *,rj 

B - 

1 iJfci - ftj — mini 2 ) 

“ fc 

1 

-fca 

(if, — llli/} 



"• 5 *- •• j i . 

(k, 4 A?i whj s ) 

-in 




-fci 

(fc« - rn t i; r ) 


y las vibodcmcs del esiado er-acLonaniJ son: 


{ ^ M'lai=i*J ^ 

a ' J '^ r ' Mil rni-U) 1, - [fcitiFli + j^imi + A k t k. 




_*/ — — - • — - 

j rn - .^i L — [i'enr-i — ki '?i i ~ i"i )•' -lie" + r :.k 


ki ktt q 


cos 


C,C. 


35, Un blCHjue de rnasa hi, que descan&a *i>bre an piano horizontal sin friedon, uriido a nna 
+ rilEa bomosenea dc section uniform* q^e tiene una masa M y una longuud I, pc; nwdio d 
rcsorce dc constanlc L corn® se mucsira en la fieura 2«4?_ Determine Ui respucs'ta del u- 

estaclonario de] bisque. 

Apficur.cto la sctiasrt6h d« fuerzas = m a( 
bloqur; ■ la eguaciftD dc mondentos — ■ J# -l 

pufllu pk-oind^ O r tc lien 04 - 

n J 5 — kur — kL& — F B Sri 
J 8 -T ( kL 1 +■ Mg<L\& - kLx = a 
dande J Art 1 /) cs d snonienu ac tt icrdn ctela »a- 
fills. L-on rcsprcid a! punLO O 

Scan x-J iHidji - j? wr jal; emene^ 
s - - JA sen vt> y fl* - icrl yf. Rtmpla- 

E&i.tfo CEtOS valorCE cn las rcuicnnfii dc moiiHnLCrti':, 

[enemos. 

(t — kLB — Ft 

—kLA\+ (kL* + Mga - JJiB - 0 

I 

Ft -&L 

0 {kL* + M$a ~ 


k 

*v- 


■ Fi sen « 


Fig, 2*43 


RttDlvimdo, 


A = 


(Jb - 

-kL 

.- ■g S 3 

-kL 

ikL 1 - Mff g - J« fl ) 



J* Ij ^ ’•* w .r 

J ul, #W = ^ - "(kjT^kL’ I- HiMjaJu' + 


HCJV a; i 
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CAP 

| ^BSORBEUOK U£ VMRACIWES DlNAMICAS 

* 36 L-i ilauru rnuestrji una masti M que tienc umt sfibrscidn forzada; Con el fin dc disimnuir 


W 

tfr 


A.?-' 


Ft 

0 

i... a — IRsil 1 ) 




. eotiio sea posible la amplitud de vibration dc la mass M, $c agregii a ssta un si stem a aosi- 
l^msa-J'esorte. canto sc mutslra ea lu figury 2-450). Eipet tlquc cl siaicmu uiaxiliar ullti/udo. 

j A u ftjjunt 3-dJ^) m dene un sl«™ dc dOi gaffes de 
liba^d cob .mii ftmeion Fu«r™ $pe Kite fobru la masa A/. Las 
asmejnfies dc movin-Mnu son: 

. 1 / >'| - kix t h - n) - Fnv»it 

fl[ JT; 4- 4i ■] Xi Jt} " 0 


Sen t ■ 


_ A ; , fi w ; v = S £CJI (J/- ^nlOElCtS = 

, f . y — nee wf. Rensdlui-iildu <astOJ 


— CJ-.4 HCfl uO. . 

v . inf L . ell Ian rcuiicfoifei * moifieiiefNc ten™, os 

l^i — b: — ff A ? 

— biA + — & 

t \ (fa — 1 M<j4 

ResolvisJilPO- A ~ 



[k i • - MJ){b t - — k: 

P;iru . lul::- Id. jifipli: td de vibrarifiu dc la masa W, » dc- 
A _ Q_ ; _ /? ! «jj) JsSm; iCf ignal j «T 0 PlIT 


{«> 



Fis, 2-45 


fir. paffi l|J« 

lanlD *■ - #1 m : y " — k 

Per conjicmerjltt^ 5= dsbe degenar el absorbed Of de modo que 5U frecuenczt natural isa. lyitat z |j fTsCUencia jntpicsi. 
Cuninlo ma oeur;*, la ompVtLuii dc vibrsiciifi dc lu masa AT ci firflcficuriflue ten*, En icncrul. un ateurteGtif sc u«i fat- 
cam cnic cuasido It frcpuctrcia nauira! del sistema orlgFitil es cisi igual a la fremepda dc U fiasriti. Po; con situ ienie 
k /jW = ti jpre.«di)iadam=iLc diftf pjira el v iem. compkici. 


^ _ iido ii ura j 
j r medio de" 
puestii del tsli 


9 57. L ; oi 3 . peqcEfiii rniqiiioa reciprocante ptsa 50 !b y gir_ y tna ^1- cidad coasr.ifiit de C000 rpm. 
DaajMJis dc in^talada !a iviqginii s« dbservfi que la frcducncH i Jo U fusr/y era casi igtul a 111 fts* 
ojenda natural del sistetna. ( ’,Quc absorbed or tie vlbmcionei dinamicas debe Eigregarse. si i<i 
freoiendu natural del si stem a debe diferir par lo menos en un dO'-r de la frscusncia iunpresa? 






Fi sen u t 


. 14S 

Despcij de agrAgar d alKcrbeda-r a la mfiqulina, cl sistema eompkio wccmnlcrtt en un sistemu tic dai tradoi de Ii- 
(JCi-Lnd. c^.il cs liuiplstlfudo ^ fvpiewHt^Q ’ Ea Fir .rn. 7-4Af^i- 

Las airpLLvudes de las- vibmeiones del escado wiacjonsriij de las, masu M y m encueittran segun sc‘se.Bal6 en el 
P^jhleirci 56 v c :jn J.iith-: : r : 


A = 


Ftik). - mu /: i 


f. t*44 


fti + kj — hla 3 )(ki — mJ*) — kv 


S - 


F>i f, 


(k-_ t - iV/m-fi — uur) — iff a 
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Lai frCCU-=[»^iaiS eiaigralii dd iLslin'ia sampfleia pucdcn h;i .-itkc tie 

(h + — fca = 0 

. „ iai rtecMnciu &h» difilrif por l* {Mint p. an Iff* * to «pfm. p«* «s<w»ndt. 

PMdittiiJo la flliima efcpre?i$n por * k; cb tcnemoj 

|t ■+ ki/k, - fftfVhtil mwVfej - ftjkv = 0 

tj/wf - <, b‘/w* =r fl . R.«mpla*3ndo esio* valcres at la ecuacito *Biceris? r , obieneajos: 

r* - (2 4- WW +1-0 

j come f ■*= 0 r S. aitooces ktfk i = 0.2 1, u n i/ in « 

Catno $s dAald an d prcbSema ^ *.,/** - Por «n» *;/* - ^ “ - 2I v " r ~ " lCU 

Pljr ioniituk^ Cl absofhdpr paiidc Ilsbc p™ 10,5 It y tm m «ane -to ™ai« e[ u«al 


: vp 


• ni it *# 


1 !. 


ill i, 


ir j ■■ 


ni 


; i: 


VIBHACION i.IBRE AMORT1GUAUA 1 <. '* , ’ W™ 

,.i masa-reso t e dc d-os gradoi dc ltberlad quc ti-sne vibracii 3-9. 

38- Estudie cl mo vim lento de un aL^tcma msta resor -^ LL - i s 

fibre aaiprlisuada, canto sc muesixa en In bgiirti 2-4 i- ® - 

Lyu, i^.ucLjnt!- Lie ffljOvimtdM'fr SHin; diubtS F^ 

cn | x, h (flL + flii^L f {Vt - A*i - & 

F7Iji i* *r d j jj 4* fci*l CilL ^ l! ^ 1 ^ 

Cont() ly* emupgn^E^ * vitoraci6ft dc .n 5i5lem. amortize no SOU periMicos. ^ -■ 
dr, UUC «an ™imiemos osdULW Has con mpUrtci tawdm. ** 

Xi - As* 1 . *± -- 

b Ihnm ftttrtl it sotoin. Rcraplat.«io =u< «rt«o«» « |j| <,fa * ,,d " lw * 

cUvi(i;cri6e P^t ^ilencnm-S' 

[■m.y + (c t + c P ys iky +■ /ci)]A - {tf:3 + fci>* = fl 

[7fZ. : a : + — it-j] (CiS 4' -TfiJA U 



Fig. Z-47 


Cnp dt« m .ibacU. Bbrt Sf WnoMl.i.rtftBW, h «**«• * «*» >" r 3l!t6r ‘ i;1S “ 

merue ricitc k^llJij ii 


— ftfj s -I- 

(mis* 4- eMf 4- 


- 0 


[TTnU 2 + (n, — Ci]s + {jtl k,) 

V-jus* •■■ fc.) 

\ 

D&arr.CjILtEldo cl de;cnn^ni , J ^>l'i<ficn;ui 1 : 

[nun* + {£■- 4- Ada - fti t fcif + a* **1 _ ^' JyJ " k%) * ~ " 

r.srrz,c==^^ 

r rtifivimknts LECP.tr si compk'-n del sisiepia puede cSp £i.ns.e cn5rn^ . 


fj (ij - + A*ifV I Aaf'i 5 + AteV 

.-- B t i :V - Rze*** 4 ff»e'r 4- 

y^ *^aa£sags?li^ 

X,l0), [ ia razoaes is amplitud « ballan dc l» BsyacioRcs algub^tcas dc lus codicicntcs A v 5: 


Cj.Sl 


?pl l s’ 4- (-Ct 4- f|)6i ■t J 4- ifefc 


TMaSf + L k. 

Ll? J; 4" ti 


dnndc ■ -j 1,2. 3. -1. 
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sne—os: 


ap. if 


i.pongJ qut as 5 ' C5ii 

COniug,aiJ-iK. l ^ Lf> 


de It MTuactin ■arnciei'EHiH 5*n ccmiplqm; cutanea dcswri ±\isi\t im eartcquiicfeiuu fa fee- 


?: 


- — fr-M'if] v s* == — (r— irf) 




4 c - -T4 in ,| -A, e- £T ~ * A L f " Ht -r A 1 *“! 

- f' r< [Ai caa df - L4 L sen ^ f + Aicosdi - L-li script] 


Silfllkm* 1 KC. 


=: Cs -rT *en 

h Bsf'J* = Z><? ”* sen fiJfi + f ) 


p^- L o a -tf e- «n o q n Scr.c r a.[ s '■ 

j t ( 0 = Ce -Te sen {df 4- £) -f Aac'i' + -4*dV 
Ti (t) = £if“ rt 5cn (d!+i) + jPif* 3 ' + 

4W M „ mevimiswos Mritatorios no ^ m pl.mil <fe««icntt. 


KlBftAClON F 0 RZA 9 A CON AMORTIGU AM I t.NTO | Itj 

Miens v L braci®39. Cl sistema mosirado ffli I* Rgiiw MS li«ne U na vihrwiAnTofMdii: 

cl movimiento fieneral del 

L as ^.ppior.cs ife mavifinienwi piU'a vjljradun Foris-ia «n amort^uumieniQ 

£&n.: 

ah 3 Sj -i- fa + + rfc t A ki)zt - - fciJfi - F* <*f- 

171s Xj +■ Cr^J + }tt?i ~ *3*1 — = O 


lv 


F * sen ut mi 


rru 


k-.. 


-i kT 


ifi 


mi 


flit. 2 -K 

. ■ I 

urticfl 


do f^avAcin 
7 cji cifjnsi^u Lcru 


4 U< i?j - 

*aWj" 


fa 


I. Mtfindq a mtWtlo dc k Jirpcddnda rttwinkii, Wrtipliwc Fn)“ F 
JP, sin ui, X. «-■ pc-: Xi y XtS 1 *' por Xj. C&mbiando s' orden y -ii vldifitld-o por 
i'”", in, ctu.fdonej, de ^sovimltniu se convierlcti cn. 

[Ifa + ki) ~ »jui - f ita + \ <*s u = Fi 

— i.'-Ti -f- io-r uiijX-: -j- ,'t-i — Wju ! + ici •“ & 

RirfK'LCldo po: Ie rogk di utCiiiii'.'CJS: 

+■ ic |u?) | 

0 {fri — 31»ru ! + teiul-l " 

[{ifc,+ Jfc 2 > — Trtjw 3 -f 1 i(*i + Ciiyjj^a — rtta« ! I tcTw] — (fe + t'c 3 it) 5 


Fig. 24S 


X, = 


quccidc l.i forma {A - i8):'iC - n r> iG - r7if) :■ X, = ^ 

r 


4- B- 


i F L “ 

Sifllilarmcm-c, Xs = 


i Fftfc, - vrt^ + gja* 

^1 'i Ai •■ 77i j 3 )( mi id f ) — L TUq-ii 1 ) 1 


F& 1+ 4 A 


rrtn/KAr- - — vnfeiv*] 1 + — ™*<f f 

kc la stork de vdriuhlE^ complejiii, Letter' Loh,: 

Xi - F t {G-iU i = X* i4 ‘ - + i*n ^,) 

Xl = FiiK + iL) = Xrti** = Xzicos^ - ixa$ f ) 

C,DEld« = tiQ -1 ^- V (ij. — E£tl _: -pru 

Pi:a In fuJlijfjjl fuerzd ct fqsen ^ t — Irn Fa d ul ‘) y a. 1 ,!, 

j, = ImfJCnO = = X, mu (U -+- fit) 

st - ImtXir™) = = Xi jenM -5- 

rinnda tat cs.fircsi'imej paru Xl, Xu >' ip c mn ln\ I^ie b? -vcatitaron anlEriormsnle 


m. 





_:Josue Arturo Cedeno Gonzalez 
;' Ingenieria Mecanica Industrial 
Universidad Tecnologica de Panama 


Jehova te bendiga! 


60 


DOS G ft A DOS DE LiBEKTAD 


f CAJ 


! Mini 


Si L Turn- n I'ucf^j Ft Cos i; i , tflioncci, 

jr t = Tx* = K t ioa k,i + *,) 

^ - ^eosMl^) 

•. sj li Puncton fitsr^t sa Fiti iu '\ ftiioiicci. 

X L — Xt 9€R (ult I £,J + iXt CG8 l«i + ^ L > 

Xs — Xi 5 .cn (iL-t T- + iX I cos (mi ^ $ 2 ) 


40, L'n sistems? ma^f-re^fLc de dos srados de libsrtyd, qus Liene yna id b me ion for.-Mdn, &e Tnucsimi 
I a |] cut a 2-4-’>. Suportga que el valor del amoriiguamienco del aim cs c - I lb-pul /see y la; cq 
lames dc el&stlcidfid son A i =■ ib = I lb /puL Determine las vibraciones amortigaadas del esj 
do e^ucidmirm dd las masas tfi = W- m t= I lb v #= 1. 

Las ecuacioncs de movcnircnio «tan daifjs pur; 

TOli'j + C fL + taXl — k 2 (li — i;) - i\ llos t 

IftjJti ‘I* fli -S- x , i|i = 0 


domic c rciffBhtiite ia rcsivLeiiitij dd a ire 

Utilisan da cl -seine i- dp I .. i m pc dan &z m c .-."i ri i\ ,1 y ■ :,rri pls^a nio Fi i-o* t par Ft, o*L 
Xi pat X-V d y Xi Kir iasecaadones d* mOvimienLil S£ C£Mivten*i3 Si; . 

\ki ! ks) m ■+ ifl] X . - Ai 3 X : — F 6 
(k* -7fi : ± ic)X t - hiXi = 

Rsmphzafldo Igs valores k = ki — l, m i = m? ■= I y c — L en las ecuadones dc 
nnjvknienLii, tUnOJllQa 


Fa toil u r 



\k. 


(1+ i)X: -X, = K, 

RciuJlviCflCto por la regia n: Cramer 


3 Ti = 


-X, 4 fXi 


fl 


Rjf. 2 -L& 


! -1 
| 0 i 

— If'* T — 

(1+fl 

-1 

Fm 

0 

F> 

£1 + 0 -l 

- \-“4- j1l| ‘ 

a + i) 


i - t 

1 i 



t 



Sim plrficaado, tenenros: / 

y por [j.ui.3, 


Xi = F,( 0.3 - Orlt), 

F.-ZioFTTu 1 ) - o. 45 f\ 


X, - Fa C-04 — 0,2 i) 


.Y, = FtVitoF -r 0,4 S J ™ 0,4 BF S 
^ = Un-M-fl,a/” 0 , 4 . - 211 , 6 ° 


X t ^ 

>f, v S Liiir 1 (-Q,4/kS) - -C3 Aa 

Perd In Pu deign. Pucrri ss Fg cos t- = (A ti 11 ) y X ; ■ Efltgnccs, 

xl = Ee(Xe lc i = Re£A r n F^^ - X, cos (i -f 
Simitifrticfttc, efta 

1‘o-r Las Mibr;»dnn« d.m jrlie.lJus del bUdo eSLaiiOnifio eiirtn dadns. pi>r 

X = O^FncasCf — 63 , 4 *) 
ji] = O.-tJFftCCJS (i — 2 n,^") 


PRINCIPIO DE LA ORTOGONALIPAD 

41. Demuesire cl p rind pi o dt Jd or , Lu£.Qj'Laliclad para on si 5 t.cn a v-ihrarue eoniun de dos grados t-' 
beriid por medio dc eonsidcr^ciofies de -caii'dia, 

En ifcacrjl. tl iri o v i : : lie n t -j He in ili:cmn nhruntc d= (Si:v ^ruJcu dc libti ad cstA r'sHo por; 

scril) — A i *en (uj.t 4 - £|) At s.cn (w ¥ f 4 - y J 

Xtii) — Ri -T 1 ^.) — Bl sen (lu s E + 

donde Ai t Ax, S L y Jtj ^lhi bi .implnudci de ^abraciitt 4c hi dos masai, v f £ Eos inguto; (Sc Tasc y m y wi !•<? 

emsneias natutalci dd ni^Etina, 






Z. 2-43 


f tjf, 2-iU 


■u *. 4 
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r • I! .Li J 


A'&l £Oi Jc COE 


Como tii mitsii m reaLriEigida a m inverse en d pliicio ckc cs un sUtems. dc Ajs giados de iiterrad. Cuando ne 
_ni,ici a lit maij las mndicit>n& Lrdciales apr&ptatbiy isLs vjbr-iri cE prJillt' flnoifci principal LiOn frecuiiieia natural 
ra ca si : fl|tatulo modn principal cdfl freCLIdflCia trail) III mi. es riccir, 


it ft) e= A , sen ftfjt +■ i^jji y p(£) - A i sen (a,.£ - £,) 

sfftj = Alien 4- v wif) — sen («.i + f s ) 

tfotldc ui| 7* 

SwjWKJ.lirrns (jiie la m: is it r>\ :is d«p!;UH -V de iU ;vilici5fl dc sqni! tUj estfiliitt. fnton^S :1 resorts *, >t deforrrn 
A' cos *i, WEio se “Lcstrs. La common erne cn cl sciitidti jr<le CSta fniervs eltsiicj. es ftt{X CM di}(C33 i?i s = ■'. t L rti 1 
tn«n!f4s que \i companenle en cl aenndo y dc cita tnijmnt fucr&l e$ Xk t cm #i eu j L , Simrlartncnsc, fel cumjwrtcnw 
® c! jSnlido.t de las fiierzss elastic as prcjduridui por os rfcsoiies kt f ^ on Afr ( et)s“ Pi, . . ., Xki cOS’ 6* y I-^S 
KmiponeniEj dc chu, fntomits fu^r-n el cniidu y v.in Xfc* cos Pi voir $ it .... Xk* *:•»» » eun yi B . Pui contj- 

guience, la componcnEE en e| sens tin x dc In sumn dc tudas las- Fuer^as producidas perr Ins resCirtei till dada por 

coa = iS: 4- kz cos" d] 4- ■ ■ ■ 4 kn coa* P n ) — 
la cotrip>-.;:itc en el Miiii'iio t rie In ■ar"ij -ic '.w-Aja lu^riois proflufllda pot l-.i-. reverie es: 

JVfA t cm cm iAi t eoa coa -r ► ■ ^ I L, cos P„ cun 


Lacnsr&r-ddnSdcadcIsistcmav,: 


l : .,t - 1, tfti t'L -r A«ii . J 


pur urn w> 
i E C 


- 

= + A a «J J H ™ 

— + (AjuJ 1 + 4- {B , s*,) s ■ + £(/?, \ 

ru-m.l.i cl li-itcma fene modern jifiaciialc dt vibrac.on, '* eaprewon dc nsrgfa se onvierre err: 

(E,C.>jl« - ‘h Wii(P l( d L ) s ] +- ^[■m,U 1 «J = t 

p ljCSl t - us tai dos esprcrjijn.es ce tn-rgi* eiiliuoa hi-ixima defren scr Iguales, cntorsccs, 

ifi] (A | + mt(^ L wjJfSjtij) “ 0 

Mnve wi '■ «M Sflti las frrtMfllW^ nalUralei dc Ul -islema-dc dps ■■■ de libtrud y poC SttlW r.O pneden set siempre 

C;*;™ *"»**»«*■■ mMM + , 


L -4 masa «f, sujeiada 3 or los rcsortes I i, Ai, ., An, coma it muesiry cn la fi^ury, 2-50, esui rf~ 
irlngicn a mc?ier^ eri d phirto^, sttV friccion. Si la n;a sa ^r se desplsza de &u po^d6n de equilibrio 
3 - l: frja> £> v sc dda en liber l Ltd. dirnucstre que hus modes primps ]« dc v-i brae ion son ortogostales. 

\ 

u 


la f se 

] eg V 

i ad:ts de! 


djs grades 
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DO S ORADOS 1* L LIBEKTAD 


[CAP 


I., 


I 


Da lorma ..:viiL . cl csor.e ki ac deforms Y c*j p s cuaMo L misi ±c despkza f'de sn p. mc! de com bfi:> 
r lit icq t.a cnmpynenif ■ ■ w-ridfl jrdti tna fuetza eMuiea es Ykt cob cwBi, mientras que In component ecu d 
lido y d< cs:a nrsi?“.a fieria cs. l'ftt COS 4 o t , lii.nu Li mueiLru. Ptr oonKSEuienrr, la iompgnc-aic or ;| sc .lido .e (le la l,l- 
lie sodas Ifli fuerfa? pfoctuddn.* pnr refines, dehido u un dk*pk7atmef;[u Y iJc In menu. en In ctlreoslfin p, es(a darta 


* + fc, eo» i?,, cos i? r .i = (£„,)!' 



Tffe, ccs^, cos fl, + cos 

v la rtm ported tc en cE sen'ido y es.: 

F(A., £D5 : 4- CCS* ij 4- ' ' 1 — k f COST fi„) 

(, as ecuad-n«s de isiovirnienLO ds la mass m para un deppla- 
zamkftto general x-y puedzti EKpresara; ctitrtu: 

**:« +■ (M* \ “ 0 

my -t- t {A>i)ar = 0 

Cprpp sc indiL'c ■sr. ■» rrimera pnrte d? eslf premie ms Ins ;im- 

pfoudes-jr v > dc era msa-que vibrn tn Ins muc.cs pr.Tid pates,, =j.ran 

?.:i Ins rdnciarics In (i \ v . FI m mi mien to ce In rnug p;in Ins tnr- 

d&i principles ct vsbradon. Lie os Iueec a □ sarga de sina lir.ea recc^ FSff* 2-&1 

Rjiic pasa pL-; e| c- c i jS.cn O, 

Supo*ja site h? am ri nric> ric vibraeE6n sin uurtnries. entejne^, 

A, = cosi?,i A i — eosfj, if, — eo€^,, B\ = cos^ 

q-ie 50 n Jos rosen -?5 c r-ect rices fie S 3 Iheas dc vibracin- en l-.;s modes priildpalcs- Si CCS e cos Si. + cos f.i cos - 
Ui de« IfpeJii dc vibiwiUrt dcrirt rtiniaanieEitc perpcrtihetJartv 

Cuunco |j -1.1'.'. «li vlbran-do cr- cl primer -I.- rid priori pal. Is - CEe.tdpnc'i 
di mwvia-.ier.io « con'-ierLen. en: 


— nui?A, — (A' x ,.L-ii + — 0 

— ik-jjjBi ■ i — 0 

y cuaitde In mns4 eiii vibrjndo en el seginid-o mudo prim cion I . Eaa eeuacioacs de 
moviniienLO icn: 

- muj. 4 ., d- — = 0 

+ (Ai-riS'j + (^»r)^lr 0 

MU Hi pi Lcandn la prime rd tie cMiis iHatru eouddunr> de movimicnui per 
— ^ 2 , k sefJrtda ocr — H-, Is lensra por A i j k ccaria pnr H > y lEmir.dptas, 
obtefteinusi: 




f VrT'- 'iii.i. j 


_r p 


N/ 

/ 

vs 


FIe 2~sz 


- (k ll )A l Ai - IK^AjBi. - G 

- {k T1 )B,B-2 - {k yi )A,Bt - 0 

— Jrttjf A | A j 4 * L I- 1 jfc? i — 0 

— JJiwJB, if, f B*. I j iS. — U 

wi/li A* [uj — u') 4 - = 0 

771 (A s A s - - 4 ) = 0 


]u lulI i nd...-4i que. 


s- por consi^uiCiue. 


A, Ax - B-Ba = 0 

cos &[ cos tfj — eos cos 


-- Fl 


cs cLe:ir, que ks doi llneas reclas. -l lo Iiiec de kh tua'.ss -ib: an lot dc* mcdcs pfiiSCi calcs, wri .-^utuamenitf perpeaCiCU -a.: 


43. Si k ^ ki = k y m \ = M: =* in, demuestre que jos modes prinei pales de vibr acifin de] siatei^ 
dado en el problems l iion orlogonales. 

RsmsEa^ajiOQ ktos vatorcs cn !a ecwaci^n dc frcciicncia, obceitcmos; 


^ OJ 


u, = r-Tset/sce 
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DOS GRADOS DC LIBER i AD 


„ rAZ An de umpLiwd ubtencmas Ltra itunri mitsto* Bcneraki de li» mn^: 

De )&* ciiuaCtan* 3 

- A t sea {bjtl'/kfm t ~ f,) - A*senM2f/kfmt + 

- i,fljLli rtn (G,62\/E7S1 * 4- f k ) - 0.63-4? nil U-Wfr/w t + *,} 

4,Ai ± IhV> = 4- <1,$4>1 ,)M>, KUt) - 0 

de funde, 

p or jMulialmlli, 10) «,«!« principal® dc »ibr«i5n Pel »»«ra. ». orlojaialn. 


(S3 


3 "c&ScSjl 


/ “ II 1 r- n- nV 


2-52 



SISTEMA SEMI-DEFINI DO 

u DO!) bloque* de niasa /m y res peel iva men te, 

. ^ao uni do* por medio de un resorte de consiame 
k discan-san sobre ura super neie horizontal Elsa. 
wr1w mucstrft en la flgura 2-53. Obtenga una 
txpnsioxi de las frecuencias natures dd MSiema. 

.Apsic:&rido iJi 1 — ™ a r 

miie, -r fc(®i ■ a?*’J = 0 
+ M*i ~ Si) = 0 

ga qL]C e i mu-Wiricni* e periadicQ y *e cempotte ce riqv'ha L eftios amaSnieoH de diferents amplitudes y 'fec.iwn- 

□ ns. Sxm uno deestua com pari enJcs arminiwi 

X, = A ien (>ot -E fb JT| — ~wM sen Cui( 4* f i 
r, = B ses Lo£ - f), 'it = -u’E scr d -I- f> 

Kimpisaamfo estoi vakireiifi 1^? ecu.adun« de mov-im i cnio . tcncruo-5 : 

(A: — : raiu ,i ). d l — kB = 6 
— kA + {k — — 0 

Li maioriAi! de freoieseia ®e obiicnc iguj.jndo a «ro d ii=tert»mflfiis dr oh c onfiekntBs de .-1 3- /*, « dee-.r, 

= 0 


t 

■ 


(fc — Irt E w 1 ) 

-k 

[)esa rrol I ici'lil cl delerminafite, ntrtenemas: 

ttlifflud* — B 

y 1 15 frccticrdas rtatUfaks del sislirrlS SOH' 

^» = 0 y 


-k 

[k ' WpL' 1 ) 


fcr[m.j»Lstf l _ jt(m, -r Trt])^ — 0 




Bfr. 


« = 4 


Alr/tj I W i) 
Ttl lTfl-1 


rail 


Como una de Lb; frcoicnc -H nisl^ rates de" rifilenta £1 igupl a csrO, el nis?C<ViG no oncili. Ed Gtr.-- paLibra*. las-dos .- rl’ 
ss<> sc tliat'-tu cemo 'ja todo, siu que hay 5 mow initrrco r=!itLvo Cfll’s ellss. Ls:« sc cono^e ciin.ci le 5 l£cl twi >c ni-tie H n idu. 


.c : !■:.■■? ^CiCidafCF 


iofi del si stem 


^5.' Un |>endulo simple peridc dd esntro dc Li mii&a M. coma se 
■ .muestra en la fLcura 2-54, |,.e masa M c?t^ dsslizando sin trsc- 
* ci6[j riubrc una sitperUcic InoriiiontaL b.ncucnlfe las irtscuendas 
naiu rales del si stem a. 

Tome x 3 6 , coma las coortf; 1)3 d n i qi:c He neccsimn p^l‘3 CHpcecflciaf U 

.: configuradGn del sis;c:na. Las. catpienOrtes dc cncrgfedel msLc.~i Citjn duJis psi: 

E.C, = pfi 1 -f |m[** + (L#f + 2 xL# cos *] 

E.P - Tnj?L(l ■ cos 0) 



"3 n r .n . 


FcUS yrt^utDi d«; OiCiLni-ti*d r^t- ^ . sen tf ^ P f fOB ff ^ 1 — t*f 2\ rnr 

E.C, = W(i + t?) E + L.F. “ 
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DOS GKADOS DE E. TRFRTAD 


Lj eCu.icion dc Eijrange ca 


] Eaidendo q* — Leoiinusi 

d s(h.C.) 


rt flfE.C.J HE.C) . 5 fE.P.) 


- - o 


aiF-C.) 


* it - z* 

De mu dir q lie la pr.msrj ecu sign dr miivjm.cn to *std Jiiia par; 

{M + m) sc — mL 7 — 0 

Pi'R hsllar b senintTa ccuadon. ds mc.imiesio hficeroo* q* = tf; enlonces, 
- 4- L Vl r ~ •' = o 


* *<■*■£■> = .irfx,':, X ■ - ilfeEi = c 


>' 3j.. 


SupOnM cue cl rnuvim;enlD' es pcrj-orficig" >' F? comports de moviimenScs arrndnisos simplK de di reren-te* amplrtuc 
y fnscuenciai Sica >jno de es:iii ccmponcnlek 

x ,4 coa l>i + x — -u u A 

* = J?coH(wt+ : ) P V - -tf'fl com M + vs) 

Remplazandi: eaLOs '/Eilnrcs en ias ccuadijne> (Sc rmnv impute- y diviJicndo par cos (uit + y-). tcaemo>: 

— -«*(3f -+ jnSA — J77 Lu'B = 0 

— — {.JL — g — 0 


La ect.ifi6n « ft-ecu'enda sc obticac i&valaftdo j. j&ro d cc:ermisan:e d? Jm ccdicicrjes J? A y 8, es-deci:. 

“ 0 

~ — q) — mEiii-] — 0 


—"(M- + irt)^ 1 — mi® 1 

-{u'L - 


y DlT ce.i?ii^utsrLc. 


«± — 0 y -- ridd jC_L r 


Cam a una de Eas frecucttcias naiwa'es del siiLeciia ea ijsua.] n rsrp. k;c cs tin ^iiTcma jemi-definrdu. En es;a lYecuenl 
cite: aisLcma : ene mo u p.:en : e lie IraduiriJn :ero r..: t iflve OiCltad tifl 

Aji -«***«?!■ " 


Problemas propoestos 


ECLACIO.N OE MOVLVIIENTO 

4&. Dcdu^cfl bs Kuaeiofies etc mavijnienLa del interna m m* 

trade e.*! ia fi?ura 2-55 E; lin ro nrcuV tiene u“.- 

rriiitj m v iul i 1 Lid : ^ r \ fuedi aim de-.L/.ix deritrc de ..i 
acLaru,ljdyr;i cittuljir de ritdii 1 ! H 

Rcsp. (M -\- m) Jtj 4 - 2!t-Xi — m{R — r) ? — 0 

UR^ ri- , - 

— S’ — g9 + J: = 0 
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id^nticc'S estiti r^idimenie uflsdos n Ins au maria tie un cje, d cual time uim rigider: torflanail K r coma ib 
' fe DM pfin«“l05 h LA 5 . niil^i (k Sns dlKOi <Jc lot pcndului 40 n iguala a m y la longinid dc La& orilSas {quc son rfci* 
m iie*tPH W ^ ^ Supopitifico qaC el cje desdaniJa sobrt tin cojiuete sin ftieridfl, dcduKa Ins dcuadons fk IPG vimicrau del 


Hit, if sin 

si.si.cm-W- 

jnL 1 f i + + A')Si — itft = 0 


Rtip- 


IflL* ffi 


J J/, — {nigL -b JCjSi “ 0 

£££ 





© 


[>nj 


PIP, 


‘ K* . Jl '- ! | 



fit 

vWV 




:CC! T . 


«i: fix ; wen- 


L u nsura. 2-5 7 muntra do* eilindros dreu lares identic*! de irasa m y radio f uuidos par medio de hi a rcsarte k , Si l©5 d- 
riiMlras-piKiJefl rcnlaf Ss&remcnte Sflljrc k sujxrlloe bnniuniati d$du7» las (Muaciop.cs Lie. rnyviinLeiua del dstcaaj, 

/kjjr, ( 3 m/ 2 ) V ; I let#, - Mr - c 

(SW 2 )'^ +- (At +■ fct)*s - M* = o 


ECl iClON T>F FflECL'PNC.'IA 

49. Deduzca ia ceuaciun dc frccuexick del aiscema mostrailfr en La 2-5S El peso de ks P 0 ^* se sujftme depreciable. 

Rtsp. C»il - i^LfTti + fri»U *k s tn*}J* ± kikt ■'- 0 

50, Ujl trloque jKlan&utac ds mass m chlS soporrado pur medio de cuatra reiorcos cokcarfos cn sus tsqumai, «mu sc must™ 

. 1 un k M0. Determine It eeuadin ek CreeuendB, si unicanunic ** permit I do cl tnodmiento en el pltiw vertical 

Rap, - (2 k*J* + 2J + 4fe*M s = o, donde /, es el momoiLO dc Incrda dd bloqut 

ll fi jEirpCCtn i su cenifo dc niLj^a 








Fi«. 2 -&B 


FEp, £,59 


51, Eacuemie !□ ecuadin de frcEueuda dd pUmlulo acopkdn l|us £C maeiira ca la fyura 

2 - 6 D, 

Imf/V _ 4 - • { 2 ;/ig + — 0 

52. Utki Variflci rigid a sifl f'SHi* lidic dot ”i fii.it efl jus esreemos. SSta 

a (fcs rcsarlcs, con-0 « jnwstra en Si tlgara 2-6 L, Dcdwca Lra c* predion para la 
epuiciun dc rreeuw-esu Jr I s:stcr-.j 

Rfip. -! {k,Li A- k s T. z )rriiz T 4- fei feit Li 4- LjP — 0, 

lid pdc j» cs el mrircic to tc ner.nu do Sa v.irlllu L.m rcipetio a ■■■>■ L-cntrO dc gr:i- 
iedad O. 



P'ip- 2 -GO 


k i ■ 


-fcj 


i 

i-0 

{ 

M 

L .b-j Ll - 


m. 


Fig. 2-61 
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Kid n ion 


r 


‘M 

- 

: Jr, ■_ 


> 



mi.il 



nl. 


m, i 


En el sistana cju-e 0 muc^ra eit la figura 2-64 i-uponga que m i = mi - 30 It y que h rigsdei cte eada iiw de !an rewrL« 
4 , „ n.flo ir* ■ pul Cftltule In IVwueRciM. 

*„p. «, = * = «■* rai ™ S 

El d movirmenw jfe In varill* « limit! a£ plana vertical, cncuentre las frecucndas dd sl&tcma qfiie se mucstracn 3a fijjura 
2-69- 

Resp u r =■ 0.45 y “ I ,t L^2fc/(m + Ml riul/>ei> dorule ,V e» la; rn.as.sa dc In vnrilla. 

TBi ~ J“vWM — [~ >rti 1 


Sl mi - ttf: f* t Ib-KS V^' * 1 " ^ J i; " 
4 Q 0 lb/pu ■ encufffiitt Las ffSHiendas dr* iisl*— a que sc 

mueslra as In figure 2--?0. 

= fi.37 r u 3 - wd./Mg 




Fiff -2 ?ffl 


•m 


‘ fc 


T- » 


Fiji, 2 -67 


MO DOS PRIM CIP ALES DE VIBRACION 

EE 63 Sj m =mi'= 1 0/JE6 Ib-S-tfi-f/pitl y A - k< =■ k 1 =■> 1000 lb /put, determine d nui-vim Lento geMial del sJittflia CIj- 
jC nviieslra CIV la fipifll 2 * 64 . 

flejp. * x (t> = Ai *en (lOt 4- &&= (L7f +- ft.) 

it; r c) = .4, sen (1IH + ft* " As sen <17f + ft) 

Pitad sisLcma queue uiitesina en la fleutu 2-M, *1 = I y mi — 2 lb.s«g*/pti* k 1 = 2b. k, = 10 y i 1 = 30|b/pie y se 

imparls « En mam nr 1 una vriocldad imrial k 10 pi«/se # . £Cu41 cs 4 movtaknto arocrml dc I™ muas? 

/r'^jP ri it) - 1,07 1.™ C4..l>nij — 0,35 sen (5. Sit) 

&.{<) s 1,42 sen(4.Q50 - W sen (5.81*) 

E 11 k’ problem! 62 iiaSculejfi(fJ jf ptiT- Ls* aLsuimttsa cOtldicinmeS iniuuJe.-, 

(a) ^,{0) - o,a, ii[ 0 ) = 0 . x*<0) - o t £s{0) - 0 

(&} ; Cl C0> = 0.3, £i(0j • 0, *t(U) - 0 . lE^C) " 5,0 

fiejp. {(hS r,(*l = 0,114 'i’ 0.1&6 cos (30.2ft) 

j.(i) 0.14S cog (0.S7C) - 0.14 & cob {30.5 1) 

«,{«) - -0,117 eOS (&.37t 4 107 ^- 0,1110^(30,2^177") 

a T (f) = — 0 r 149 C03(&,37t-I-167 D ) 4- O.US cos{30.2t — 177 C ) 

66. Deternune I us d3it£«OM« inirrules upropiadm pars que el sistema quc seirat^ en el pvo blcma 65 vihre m ei primes y ?=- 
eundo rti-Jiiu-i dt vihritioil. 

(1} i,(0) - ^i(O) 0. =f H {0j 1.2B#|(0) 

fa) j-i(O) = jmo) = 0. xiim = i.2Sii(0) 

( 3 ) 1 ,( 0 ) = l,aSsi(0) F **{0j - i,2&j,(0J 

1) ii{0) = z£0) = 0, = -O'SrjfO) 

i,2) j^O) - *i(D> " Or *tW - -0.7SsejtO) 

(11) j^O) -0,78ri[0). a«(0) - — 0.7Sii(0) 


rrimei m-ndn: 

(1) 



(2) 



{3) 

xi(0) 

Scjur.do mutlo: 

c& 

JTl(0i 


m 



(3) 

J*{ 0 ) 
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47, Li'fltt tmrm ffj-ittd de xwsifrn (Inifajiita, ipig tiefle Jofigilud A£ y Urtl 
masa Sf, csia juspendida pnr —ecio de cus fesortK de rig i rl cz. k. como -3? 
mutiirn an Ja figura 2-7 L Determine las condicioaea i^kJalcs iipfapJtidas 
pu r:i que si ni^eErta vibi-: Crt priori? y seg-indu mu Jos atmcijwles -k 
v i bT£cnl r. 

Rtsp. Pr-m^riniuJij 1 1 K ijQ) = ififC 1 } “ £L JiCD} = -2.FU LsMO't 
■(2) jrfO) = si(0) = 0, r t (0> - 

,,3) xm = -s,aiLx.(oj P *j(0j - 

Scgundomotlu: (l) j<ri» • de-CO> 0, jytQ) “ 0,47Li;r(O) 

(2) -- a: f [0'J s= Q t ?,(0) = 

(3) u’O) - u.47J^M0), * t {G) = 0*4TLis(0) 


\=i 



H-cc, 


t 


2 L 


Fit. 2-71 


COOR DEN ADAS II E At OP LA MI ENT O 

^ [> 0 * EitsiisSi Iguales m i v mz sstAn djadaj a un ytambre. d clluI eitA turner ide a una gran : ensign. Enidnl, com* St mud 

tQ III Jl g’lii p. 2-72, DclSfffliflS la; ccio^dcmdas (irmcEpsi le* m si KlSrfia, Rckp. p = v — y-. Pi — — y i 

-*■ 4 


i tf 1 

T 


. Sfi 


O 

HI l 


O 


Fi S - i-n 

49 . Ell Cl prmlem.. 19 determine les icrmmos dc acof'amirntn. Re Up. — fli). wr-.ino ce icopUmienlO esli 

70, hn cj pr.-.tkm^ 24 determine Eos terminus de a-sopEamkriE-n, 
flrsp- miaiLt'i , m%a t L fff, umbos son tcrmitioi de acoplemlenid d!nl:nsM 

ECUACTGN DE LAGRANGE 

71, Uu p^nJuki doHc rtll uttido a contrg rssortn de iguat rrgidez, como sc muesira en la figura 2-75, EiKuentne sut li^cij 

das Xi r nnedir de In ecuadJil de Lagrpijue, p-arj in^uLos di osci i id &n peqiis rm^. 

tta.tp. ^2Jt7?S - a.lSp/r,. u, - yfUitjm- + G.-RB^/L rnd/se^ 


-VMWi/V 0 



^ ^WWWW- (^) MWM V 


FU.2-73 



Fix, Z-U 


72, Una peqiwHa mass m ptuedc d^liKitr libfennente sahre tna vicilln hojuiogJinsa de seceian uaiTorffic dc masa M y lfla 
L. Va cud enii pjvotftdn cn unu de sus eidrrrtiESi,, eoints te imiHlrn cn la ligum 2-74, Detfuica las ecuadnnifs dc ^ 
mir-to pjr medio Jc 13. cci:?.ciji lSc 1 .aAr^Eigi. 

Rts >t. {ML 7 -r mr’i 7 + 2mrrp - (nir +■ M!*}g coa# • 0 
Tfl r — cn:. p‘t + tisjf (1 — sen — 
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CMQU-Mf dc maw Af y radio A rued* *in detlixnr en el ImcrLof de urtu mtpeiEide circular <fc 

t'n «iBi ilL * ril . ,, c - a Tr^a, j>r. luipcistlida por das rcs-Lmei ric nl6di[So k. esti iruc::nliT:;ntc- cft c! :?nLro del 

|n il-S- <-qU>l!h/i-0. cotfcO sc maostfj en U fitsira 2^5. Deduiua r .js c>.p:c nuric. de his eeiiacmrns dr mn- 


fiidb 

fStW* mmmi i “ ec “ 5i6t d * - sri “ E - 

tfWF 4 (jW^ 


! _ J D V 4 - atJItf T- - 2mA r - 2mgr = 0 

,^ + 2Jfcv; - Smtf* - - 0 

j cra de j“ » el moiwfltode Inercia <£si dScndro 


Trt- 




Fip. 2’7$ 


Fiff. £-7C 


- ■! I t - 1U* fr^UC 


7J [ n-i pailicsHa de r w»« nr sc eatfi mnvicEdO icbre un plane towixort'-aJ bsijo In acci&i tie una tVrza , 1 c .vucci'in. la ;uai 
B ‘ ' , JCJ r U :WiAn del J«pb 7 irr-knto, « dtc-r. c-;c fir) = fiV/r 3 ), Dei ermine Ins asuaemne* iEb mavlmienU) dc ' purl bail, 
utslpanda la Kuaclon. de Lagrange. 

Resp. r# + 2rfl — 0 

m" -I- */r* - mr j 1 = 0 

p 75 L'n bloqiic de irtMii M se muevc y U> largs de on piano hijriwinui Use y condwc* tin pinnule simple dc longiiud L y masa 
'-Bf " ru.camoK rtmeslra en Is figura 1-76. En el pumo A -csian unldos al ptadulo dra nesortes Sfualei de mftdulo k. Dctcr- 
-ii'ne las miAdonei dc inuvlmienie del ttycd* pry pcitLiefta wctiwwnei Hlredtufor del puaw ce equilibfin uiltiramiu 
la ecuaciDft de Lntrr.inpr. 

Resp. (AT 4- -m) i S 2k z 4- m-L i -I- 2akfi = Cl 

mL* e - {mpL * 4- mt* ^ 2s^ - o 



■ S1ST EM A EQL J V AL t NT E 

g* 1 _ Un pdudiitp- »™p1< d« lanplmtl i y mmu m sse 4 lUApcndicto pnf din reawics i0uul« tit tftiUMEft IV somo so iflyctr* 
■ en la t]EU?a 2-77. Si el «iev- liemc del pcndwlo sc Teslr::i£C a'l p J ano del Fa pel demuesi:* que si i-isiema ci oquiv=.eT.:e 
■i Mil pdaiSulu in alc»i Alice de listl&iiud 1.6 — mjf/Aj 


IMSi* , 


S| 

fcV: 3 V 


■nan Si y bngii 11 

;:m teiorlrs Jl- mtiv. 



Fk.a*77 


Fif+ !*7& 



:k, 
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DOS G It ADOS DR LIUfcRTAD 


I C.4 


7Tb SuptjnknHo quc If* vijjis) ran voladizo no iwnen peso. enrucmte d MHleflin tquivdra nie fliftsi-resflffc del Stflenu 
miKstra cn ii figuna 2 - 78 . .Reap. i = Jb = 3 £//l^ 

7 ft. Para d si.HE.efna c^fe SC /HBestra era fa figura 2 - 7 y determine an sUtema dinimicamente etfuivralcnte y Su Fretn; 
Supanta cui d UMlTientc dt herein dc In polea. 

Rtip. Sea i- air.; cntOflfles k. n'(r/R?k, M t =• (tf + y «. = Vfcr r /(.VlP+jj) rajl 



□ j 3»ir 

T 



Fig. 2-T9 

Vlft It ACTON rOHZAEA 

79. Determine la vjbraei&n del cil&dc tiUcio naf i o del si^ema e|lic w TT-jeulra en Ir flguTa u-^l}, 


A’tV •' i - 


■PljTilstj 1 — | m2 { fc± + — w&j (A's -l-Aa)]^^ + fc[A:s fc-ta -j- kthi 

r s [(fc[ I fteJ/jHins* — u 2 3 /-i?l -5 | — fife/Witts 


7rt« WEj. w 1 " — * fo) + WV| (fcj 'I- +■ fc|K a 4 folk “R 


■rafts ml 


cos -i 


L':: iLsie.ua simple miss-rcsorte Her.e rnia vibra&6n idria-Ji. £: moculo del resone es J0G0 
1b/pu3 y d peift « In mim « E0 lb. in furtciiSH fuctiii e* IQ cun 250/. Deiem/Hne la raiia- 

eomptab difieraii pui' I rnesos m un 2S% ,.= \u fr^utncla mpr^.i 
fterp. l. = 560 Id - tiu I . iv - ?.dSt lb 

Un comprcsor de aire, -r'te jp-ra a unu “refcraitjad consrranic de I ’GO :pm, i i cti -5 unu rran itn- 
pliliid d: vibl aciin. EL pet-a del mm pres nr es ^tlQ Jo Y t! COcBpre^or 'ie.-re ura desbalaqceg- 
mimio & ],0C pul-lb. Si Ke uflresn d sisertna ua nbnfbBdbr de vlbraBlofled, culcale el pew 
Jr' Ii COniCiiile el^iiea tie k:s, si /a? rrecraercLa? flaf.:rales cel sistei?.! COsipblo drah-ei di;'erir 
pof Lo menai ran un |0^ dra 3 j frecuchcin impres.-- flap, W - 22,2 ib, A = R2-1 Ih.-pul 

Deraiutsire qura el prifKipiO 0e la fl.ltO£e3lQlidad ira haLs^faec ran Sot prgbleitlt! .i V 5. 


■Si 




.( cJ usicnui 


i- y --'i frecua 


Capitulo 3 


pB 

EF 


Varios grados de libertad 


■ 1[ST " 0D ^^ ’ < ‘ . J „ coord enaiias independieows para daermiiur 'as PO^««« du !*§#$£ 
tuantto sc , ie|na c% de n grad0} (J C libmad ’Por ejewplo, irn bloque soporudo pot ren tes 

^'“^rado* do liberiud: ir« dc crastad&t y tr« de roWcida El sistema qa« * rcacslra en 


hi figu 


rLl 3-| cs de muliipfc* grados de libcriaa, 
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VAR. [OS fiRAEJOS l>c LIBERT AD 


ECAi 


ic \ 


ECU A CION l)E MOVI\11KNTO 

El mo vim lento de un sistfmH vibrmorio de /j grfdoj de liber tad sc re preseal a por n eeuad 
diFerencuilcs dc rnovimtcnlti. 3 us cuules at pueden ob tuner por la tfy del movimiento de Newton, b 
la ecu ad on de Lagrange o por cl met ado de bs coe/ic femes de infhtencia. Como las ecuacione? 
mowimicato no .son en Lera nit me iridependi ernes, se aecestta la evaluation oompletu tie determinant 
■de orden n para obiener la solucidn si mu it attest de estas eeuadones. La evaluaeidn be tales Cetc: 
names prodacira todas las frecuencias naiurales del slstema. 

Otros me tody, s. utili/ados som el miiutfo Stodola, el rneiodo de Hoher y la (temebn niairtch 
Estos son- medics numdicos mas directs, que ban si do empleudos Irecueiuemente en el anali-sis 
sjstemas vi bra tori os de mulitpies grades de Itbenad 


i do 


CQEFICiENTES DE IVFUJENC LA 

Un coefu'ienti! de injhieneto. dc not ado por * J2t se define cumd la deftexibfl est£tica del si sterna 
Li position I, debt da a una fuerzu unit arte aptkadu en la pnsidon 2, euando esta luerza unit aria e«L 
unica fuerza que actsia. For consiguieme. el metodo de ios coefirientes de mfiuenria cs veatajoso ' r 
mloular todas -as dcflexiones producldas por las fuerzas tiplieadtis y para estnblccer Ins ceuacioij 
diFerendaies dc movimienU) del sislerna, 

Se puede dement rur que la siguiente expresibn es verdadera; 


ft ■ — n ■ 


dontfe n {l ■= deflexion en la posicion r debid a a una Fuerza Ututerte aplicada en la position J. 
a } — dcfleiibn en la position j debida a urd teerza untturu apllicada en la positi&n j. 

Este es d tmrcmci retfpra c'O de .Waxwfli. 

Un coeFIdenie if influenda SC iambien poetic inter pretarse to mo el desplazamicnlo angufi 
en hi eoordenada i debido a en m amenta torsional units™/, para rncmiienios rotaticrudeS- 


MATRICES 

El uso de matrices cn $) unaiisis vibrational no solo simplilic;i el irtibujo, sino que tambien atyetd 
u, com prouder el proecdlmiento Ltilizado en la solucion. t.5io cs particularmcrte cleric en si stem a* 1 
varies grades de liber tad. 

Las ecitticioncb di Fere nd ales de movimienL de un '.isicrrm do n ir.avus putde expresarse cn d 
tiers I Eisf; 

T h Win i?™ — fcnQi — ■+■■■’+ /-uinfiT, — D 

+ *r &2i^i + /c^Tj'a -r ■ " 1 + k-^Q r . = d 


mjiQi t m i»qz ■+■ 
TCIieT/J — 'F 


+ m..^Q J + " 1 1 I ■+ Fc.^iTu + ■ ■ ■ “ k m .,q,\ 


0 


En notaeion matriciaL, euuadores difereticiaSes se escriben asi: 

1 r„ ” 


IKlt 

mu 

. . 1 

'HI L n 


77121 

, . . 

7^2* 

WnI 

m*z 


?TlnTi 
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it ' 7:'[. • 


f CARM 

Wc& n 


XV r n eciliteio^ 
i Ji - Newtnn, 
a -cuacionta 
!<* detcrmina^ 

It salts dticrr 
'CnnOft ItJGSricis 

in e! iin-iJtii.s 


:! -jL SlslCmti g 

mj^riacs 
■ vcntajosfl p:,r 
s Kiiacion^ 


La equation 


maiiicial simplified a puede expresurse tambien eti lu forma: 

{?} + w i [zm - 0 

{^} + \C][q) = 0 


dondc [ C] * '» mmriz dind "i ca 

■r-jitficids risiltirale-s se obtier — t . 

, L ' V- . . r i _ n - 0 tlonde / es. Ja m^triz diagonal umtaria y C \u mu\7\i rf-tizimici! 
la miitru A. 1 1 J 


- f] s nr -~~ nalLiralsi « obtienen de la ecocide caracteristica |/ -C| = 0. dtdudda <k 

: lii teorU de la , . , r 

Seun Pi La* coordenudas prfrta pales. Entonceft. 

(jl si aiijh + «U$te — ' * ‘ + «t=iPri 

f, 2 - + tfasfta + ■■' 4- a&Pn 


q K — flmPt — ■ — , + < 4 txTur'P/y 

[ Lfi nuiacion maErtcial conriei'te tn: 

fgj = WtP] y [Pi = W _1 tf] 

dm.dc [a] SB llama la ’»«>«- Se <n»jfc™arMtt. 


r sicion /* 
f. iicion /. 

r ruo unuuld 
d .lev 


! llttbi&l 
cr it&lernav ils 


ITERACTOK MATR1C1AL 

• Ustc 63 un procedimieisco itcraiUo quo conduce a los modos principals* dc vi brad in de an stste* 
mil y a mjs it ecu end a* riiuifulcs. 

"loa Jespla^(nicnto& de kts maais ie calculan apwinadamerLc y con base en e>ios desplaza- 
-tnitntos se escribe la ccuacion matriciuL del ^sterna. Los co^tcientes de influence del stssema se rem- 
rpiaran en la tcuacidii roatrfeiaL Lu cual« cntoflces desarcalluda, La nontt^lfeaol&n del dapluaniicmo 
y cl doumllo de la malriz se r^piten. Esfe proewn ne conrinua hasta que cl primer modo se reptta, 
q^ru el grydo de exjrciilud que se desuc. 

Puru los mudos y frucueodas nuiaralcs superiores ^ uuliiu d prinoiipio de U orto^inaljdjd can 
■B^in obtener una nueva ecu n cion matticial, La cuul ea libfe de eualquicr modo tntcirinr. EL iwbce- 
dim Lenta iteralivo ]c re pile. 


iiisurse e.ti ix 

0 

0 “ 


metodo stobola 

p* El inetodo gtodola es un process iterative utilizado para el calculo de los modes prindpales y 
.; de las freciiendas naiurales dc $i$lemas vibrames no amoniguadoi. Esie « un m&dio ifsico % no cs 
ncccsarlo dedudr la ecuac;6n diferenci il dc: mOvjmiunli:'' 

; n general, la I'ucnffl de flCbda 6S m: riir i cr. el ni--" cn ce l: dci.cMOiV m -^ir.:: 

y usta. en semido opuesto a la de Ilex Ida. En otras pal a bras. La fuerza dc InercEa sc inter pr eta como la 
. cirgu dinamica. Cuando el sistema vibrando en uno de sus modes principales con rreeuertcia 
natural „„ obra sepun Ins luer/as de inercia — «i, jcu don.de 3', = A-, stn y per tatiio, 

— ; j? l ~ tihn\.x\ 

InEciaJncnte se supone la contiuLradcn de ur modo principal y se cy leu lan )u< correspoiidicmes 
de inereja y elisucas. Entonces las de tie xi ones elisticas se deiermitiiir con base en esTn$ fuerzas 
etasticas. Estas deFlexiones se emplean para comcn/ar In siguieme iterscion. Si In conftguracion su- 
g-paesta ccsulia ser un modo principal, las -deflexion^ calculadM serin iguales a las que se supuderon 
y i:n un principio. Si Us deflexion es supuesia$ son diferonies de las correspondientra u un modo prLn- 
ctpal. el proceso itenuivn debe re pell r hast a que convene. 
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VAR fOS tJFLADOS D£ LIBER'I AD 


rq 


MtTODO HOLZKR 

tt m£todo Holder es un rt?fWo ja6u/<ar que se cm p tea para de term bar la frceueflcia nuiur i 
vibraciones librcs o forzadas, con amortiguamiento o kin el. Fil mitoric sc basu cn suposidones 
de la frecuenria natural del sistema f cada una de las cullIcs sc hacc con ba?c cn el cStculo ds la cor,f 
radon regida por la Frecucncia supuesta Inmediatajiicntt anies. Esic mclodo sc puede utilizer 
culcubr to das las frecuenrias n at u rales del sistema y cada caleulo es completamentc indcpentiL 
de lo5 otros. El meiudo Holder es piirticularmenEe util para calcular las frecucncia* dc vsbrae|| 
torsi on ales en ejes. 

Para siMemas cun ambO'. ocrer is hbre*. fenemos 


ar L 


= a- ; - 1 - {art ki) 2 ™>i*i 


elands x. ui r m y k son el desplaiamiento h la frecucncia natural, la niasa y la Constance elasiicjf 
sistema, respecilvaincnle. 

Para sistemas con un extrema Fijo y uno ltbre T 


l ■ j 


Xt = ari-x - (ii r/ki) y mjXi 


Para sistemas con am bos extremes fijos t 

Xi = Zl-t + (1/ft) 


&[£Ti 


m t £j 


Para un valor su puesto de *ij el peaces c cornier za supantendy unis amplilud uni tana dc vi 
cion para la primer a mesa, Luego se calcutan las amplitudes y Las fuerzas de inertia purn todaf 
deirias rsiasas. Para sistemas coil extremes fijos, Ea arnplliud de vibradcjTi de la ultima rn asa sera 
y para sistemas con extremes Jibres, la liierza total de : nerd a e& cere. Los demas valore? (airplir 
o fuerza cfc inertia) para cad* una de las frecuencias supuestas, sc gralkan contra Eos valorem sup* 
tos de la rrecitentia natural para hallar las frecuencias verdaderas del sistema. 


METODO DE LA JMFEDANCIA MECAMCA 

Clerroi problem as de vibrationes s,c resuejvcn vcntajasamenie par cl nieiodo de La imped aii 
mecdnica. el euai hace uso del hecho de qut las impetiandus del resort c, cl amortlguador v I- m 
sgti res peed vamen te : k, icw y — wtJ 1 , Este melodo produdrA las resnuuslas dd eslado 
nario de vi brad ones forzadas y no* orientara hacia la ecu a cion de fr ecu end a del sis Lem a de vi tra- 
il hre. La yplkncidn tic ostc metodo puede reducirse a los cuaito pas&x siguientes, para si sterna 
multiples gr.-idos dc liber tad: 

[ 1 } Multi plique b umplitud du cuda panto dc unibn o tie empalme del sistema. por las impedari* 
de loi element os tmidos a el. 
t 2) Rest? dz esta cantidad Los "terminos de perdidy 1 '. Los cuaTes pueden definirse como 1 05 produc 
de las imped a ndas de los dcrr.enlos sujetoi al cm pa l me par bs amplitudes dc sus extrer 
opuestos. 

i jl j Haga esisi canlidad igua- a eery para vi brad ones lihres c iguul al valor rnavimo dc li fuerza s: 
soldi I para '.ibraciones fur/adas. Si at tplic* m§* de ana I'uer/a sl-empalmc. ye debe lomar 
valor uprupindo ce su^ relaciimes de une. 

(4f Resuelva las ecu acton es de las amplitudes de vjbracitin. La ex predion para La amplitud dc ix 
em palms puede ex'presarAe en 3a forma f '{A — iB). El valor numcrico de La amplitud 
Ff \/A 4 -H & 1 y el movirnietUb sc rcLra*ari eon re&pcrto a ]a fucr/a un dngulo cuya Lang^ 
es 8/A. 
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-itncia naiu 
; lotici? 
l de Ui con 
icd:e utifiz^L 
1** indcp*nt|( 

t de vibryei^ 


m MMOeiO BE « ORTOCONAL1DAD 

,‘l, irc?i t»r.-»dos dti is her; 



pjira Lsn 


sistema de trea grades de iibertad el principle) de I a ortogonahdad «: 


: ic efasuaa <r 


wtt Ai A j 4- + tjujCmCh — ft 

miAiAz + Tfi-iBiBz 4- tttgC^Ca = 0 

^JiiAjAa 4" fli-iB+Bs + Tfl^C-iCj — O' 

% -de ins m so* 1 85 masas ^ sisiemfl; I us A T Eas £ y las C son las amplitudes de vibmdfin cn di feral- 
’-jes 

p--r. s s i S tern as de n grado* de libertad d prindpio de la ortogonatidad cs: 

2 m j A \K - o 

r ^ c son Jos modes prind pales de yjbraeitin dd sistemu. 


Problemas resuekos 


n iria de vib't 
u sara todajj 
nasa sera oil 
-Wes fanipiiri 
(lores supii's 


I SISTEMAS r>E TRE5 GRADQS OE UBERTAD 

] Calcu Lar las frecuencias naturaks del si stem a ma^-rcsorte de tres grada-. dc I i ben ad i|u« sc 
muestra en la figura 7-2, 

\_a eciiadiinfo c'ikrcndale? ec movim's nto « pueceti obtsner 
aplicaniu la iiua^on IF - ma .i caili una. de :js jiibus. 

4 ?tl jj t — — 3ia: , — AiLe-l ■“ £?} 

2m ij - — 

mx a — — Ta) 

Carr hiamdo ii ordtfl r obi; nemos: 

4!tt*Lr: 4- 4tjj|, — kxi " 0 
£m ic'i i SA'j-j — kx i — kxi = 0 
■m « 3 t fejfi — Aits = 0 


e n. impedaneij 
lador y Ja ml 
wtado esidcij 
r df vibracii 
iiscemas 


■ irrpcd^nejj 

ii os product^ 

ms extreme 

s T_ fuerza sirij 




i 1 r ''i Lud do cadr 
I; a nip] it ud If 
. cuya tangent 

m 


fi'ril- 

L 
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T 

A1.JCI - -C j) 


SufOUiafriOB que el mavimifrito ei jcrsndico y SC compaire -d? 
jiiovirsitirttos ±rrnijticos de iliferenies junpliiudes y Jrecacecixs. Scan 


coa +-4) 

jti -i- j s JV egg 4- <■) 

S “J ! C 003 M H v)r 


*(ajz - is> 

§ 


I, = 4 eoa (ml 4- ^) r 
*1 — R cos (w-( -!- v-L 
Xz - C cos kf 4- v c -i i 

Remplazafitio cmcu. valoret ea I15 ecuacbnes Je 'isiovtinicnto, 
dbtencmoi; 

(4^ - 4jp.a/)A — kB - 0 

—kA 4- j£t - - kC = C Fi S- 3 -- 

-kB±iU— P4U*JC = 0 

Li CCuui^n ds ficeucwiBjc oblige i$csiliflda a cer& d dtiermimifllfl de los we-ficisotes de A. B y Cl 

= 0 



»v 

(4-^c — —k 0 


-k m - -k 


o -k [k-miS) 


|3csarroltandu el deLernsinauiC se obLifote; 

(A: — - i4tm4j E - afc 1 ) ~ d 

y p?: smnlo nata rates -rir. - 0,4t v'A '■'! , u, = - 77^ u, n = I.J J vTTct r&d.-sc^ 


i 
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Icj 


If 


Hi 

fp,! |j< 

“ ■■ • ! A 
#■=!. : 

I" 


i ri 1 


J 


;!■ 


A-’i.! 


W i •: 


I 


i 


■ii 


t 1 


m 

1 : ; 


H 


2. Deiermirtar Jj ecjaaon de freeuencta de! SL.siemii genera! my^-resorte dc Li e-, grados de !:b« 

que $e muestra cn la figura }-$ 

Las ocuaHijncs di fitenciaks dc mo-miicmo puc- 
.leti obicn-w apltctimk lti segunda ’ey de Ne^ian t cadj 
unit dc las m 

m\.Xi = —k,ii—ki[s, — Xi) 

Wj K? = — kiiXi — Ti) — — Xi' 

171.] Ti — — k?(X3 — 3!:j) — Ail* Fir, w 

CftJti&ianri^ eF nrden obicncmds 

fill Jl 4 (tl — tsjlL — fciTTl = t) 

Will 4 (A* 4 — ifiiSci - 0 

w^rv -I- - fca?j - 0 

Su po r.jiaiuq s qcc ci tnfvimLento c per-ndien > sif %-nmpor.e de fnsivi muitiic ■: amdnj*^ de Hifcr?nLe : ampLtUr 
tVccccnriESL Sean, 


Xi 

55 j4 SCL1 ' \p}> 

= -^_lM iCJl 


= ft sien tj? 4 ^), 

= --y'J? sen M+ 


= C sco : ^ t — v) „ 

j'i — — m : C sen 4 


= 0 


Remflaza-ldo istos valnres en ids Kwaciofics de movlmienLu, t-bLenemus: 

(fei -r ki — ™ k-iB — A 

-*■ hi A t (A"i 4 hi “* i3ii«*lF — == 0 

—kiB 4- {k; 4 k, — r,i-,u l )C = O 

! e H-iadon de Frecniencii ci;l interna sc cncuenLra igu&lando a ce-o el deterra insure ve lcs jjcficisntc? dc - ; St 

<ts decir, 

(fci + Jfci -mju 1 ) -k, 0 

^Ici {A - * t k j — m i u 1 ) — ii 

0 ™lf| ffrl + tc 4 — Trt!*) 1 ] 

Desatrollarido =1 deunriLiiante obtciKmo?- 

w* — ifjti — A'il/mi 4 {k } 4 kzihm 4 (ii-r ^JZ-bijIu; 1 

4 ['(Jlftfcs 4 fcaJfcj + fe*J.‘il/pnWJis • (ktkz J rknki 4 ic^iJ/wiiWIa 4 (fc t -| 

- (SrtSfifea + kthaki + •<• fc^feiftaj/wiimrm!] - 0 

Caliniiar las freeuentiaii naluralcn dc tres masas difcretiics, Ian cualc* PMiil cqtcicadas dc fori 
que fEicu^ntran separada^ por diiiancia^ iguales s In cuarta parttr de !a loagitud total d 
cuerda que se muestra ec la Eiguru j-4, It cual esia someiida a alia tension. 


— £ 


H 


Is 


. Jr 


TFi- 34 


FJir.a-a 


Su ponaumoH (fue Lu tansiSn cn In cuerda T y permnnece ccjnsitinle pain Sngulas dc UidUtd6fl pequeftm. 
CoEi-sfdeicmiiH En rnusd. 2?rr. Lai coma se mucsira cn la fipura J-5. Aplicando 'S.F ^ ms* tcftcmoi’ 


2 m x, ■■ T - tg8 , Xl ^ 


0 - f M 


f { it — I T J 

T (jr-i— ii) 

L l J 

L * J 


i idj 

IJjj 
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sS 


it A . & y 


*m, lj 


. ..,i 


as rie form? 

I total dc i I 





in narcos que el mov^mitrtm de oscilacLin e* periidko y c^fnpucstti dc movirrtienlyj Urmfel#* de dife-enics 
amplitude j fi«™« Sean 


01 jj 4 sen - *), afi = -^4 

jii £ a«n ifuji 4 ^), *i - —~ l B *tn {«( 4 t) 

X . z — C SCn {n)i +^J, i + a = l' ! C SM I^Tf) 


R^pliuaiKto «#*$ M * 1 * tie movim:c 7 Uo r cfclenettm: 

, 227 'L - 2 Wi/i - (m)n = 0 

-am a -r (si 1 //.. - - (iwe = o 

H27I}F - [ 2 T/L- 3 jku ! JC = 0 


i a fresLieieiQ Jel si;tcmi sc cbtiste. entoaces. icualajido a cero ct daern-inam? de ios cocfidentes fte 1. 5 y C. 


o EO- 


(sr/L - W) 
- tvl 
o 


- r/L 

( 2 T/I# - 7 HW 1 ] 

- T/L 


to 

-T/L 

■ 2T;L - W) 


= fi 


|J«SJJfOll::ndo c; detinm incite ££ oblrsns: 

6mV - tfSTraVW 4 {iSTWW ~ ^*/L s = 0 

<tB ^ oja1 o, = 0 ,56 V^Vlmi «i 0, E3 i/TOa> ** = l -55 'J TfLm red A *$- 


4. culcular las rreeucucEas n a turtles dd que sc muestra en hi llgura Los rtsories de aco- 

plnmieruo no sufren nmgun Gsfiurco citEindo lo,> pcndiilos estan en Sns po^iciones verticales, 




Pin, J -6 

La cnnifi'. c;liik» did 

E.C - ^w( 2 nfi,] J 4 |m{ 2 aj : j ! 4 

■dondt <s la l>?n ycakud de :od-. , »i los pcild^ os - y Ins angul-.S P I®* ® c -f L J - , a ii .ei, .03 3 .l.sti- I n ■ «-■■•■- 
La nerff.i pnlauiLa* del fisie—a es. 

£ p p, = — 2w»pc[(l - cos rfjf 4 {1 - mb + U - cosii)‘ 4 g-Maf; “ 4 ^kiadi - aS#>* 

La ecimagn dt Lagfilnize ts; 


tl H b.C ) _ ■? I V-C. I , m E P. J _ 


i it 


■ *fs 

Jiindc g,. laa cuurdcnadia gcocreli^iinJai, sen ■ Si psrii Esii simmu A]io:a, 


Hq l dq-. 


- 0 


_R ^lL^J - 4ma* Vi s; 0. — = Zmtfto sm $ \ — 

fit I 4 lid, fj-fli 


35 s 531 

y por mTiio la. p:im^:a SL-uaci^* fli mcvisiiCili ' c?. 

iwtt a Vi - <2mxa0 + “ ka a $i = 0 

ett dgn-de i-g hu >upu«ii0 q-c 'sd s -■ » para osdtauiones pequsiins. AtiSlosamenKf ! □ a deRiisecuaeionts dc m ■-irri.-.iic- 
^on: 

^nta 1 Vj 4 r'JTnfljtr 4 Uka 1 )^ kn' 1 ?-, — ka 1 #-! = 0 

-lmu . 11 St 4 ‘2mag 4 kaP'i&z — — 0 
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Supongamca 4 a™- £ «M V $ * SW £ * ****** ** 

cuenaas, Scan 

, , j i r\ A, = -«M. sen T yJ 

s. — /l sen fat - v)- _ , _ . ■ . 

JFj =■ B sen W f* , , , .. 

4s *= c jpn ( ut + ri . d * “ - * c m(ui + #} 

fomfton do cseo & mmm m motom * 

( 27 S 0 tf - fr * 1 - 4r*MA ~ &**)& " _° 

_ tfce s j^4 4- (2 f?ms T as «“ - 4«*fl « J ) B (*a > -■ 

+■ (fcwflff + fctt 1 - < m « V)C a 


y la ±cuaauLi ife freoienoa «■ 

( 2 nt ^ 4 " k * 1 ~“ ^ „ 

_^_j (2wiap 4- £^ a ' ~ ■iwiQ- ■- ) 


( 2 map + frn ! “ imrt ’ t r ) 


= 0 

v “. = VSR w» 

De( *™ ar U. to dc, *«» masa-resorts de ucs £t ado 5 de 

mucstra en la. figura3-7- 

Emfleando 2F -= mi. obiousimw 

we , = - fcsi - Wa ' E '-^ ^ 
mft - - A ! a «-* Ca : i ' r * i)-^ Xs 
m jj = -kxt - - ■>) “ ^ Xl ™ £l ^ 

m * T + Stei - fcar *- *** *= 0 
rtt £ + aJtsB »- to * - = D 

mil 4- Stij, - ■iswi — fejr * 35 ^ 

R . 4 MMtfw * « »■ * 

snnin'tos di diferemts amplhudci * freiaimdas S»J" 

„ = *‘ = 

r Ijcosfal + i). » = “TBras(«l + 1f> 

^ -= C coa (at + +>. “ ' . 

(UmpLaaamW aaw «'«« « o - 

lencrnos: ' . ., IfT _ 

(3 k - W)A - kB - UC ■ 0 
~kA 4- (3fe - WiflS “ kC ' 0 
-,^4 - k£1 t (3t- ^ ft 


fig. 1-3 


u ccuaclc-iv (ic frccucrKii sc atnicne fit 

(.ifc - tnJ) 


* -Jt 

{ 3 fc - m^'S ~ }z 

(3fc — Hl« l S 


w + W Kirf-(«W - o 
* „ . m , - ^» d /* 6 . e »« a = to M « dd « “ Sls: “ n “ W! ' ^ M 

dieg qce el slstema es 

. j 4 i fjprlulo iripSc 0.^^ mue&tfst ert Is figure e1T1 P j 
6> s ° n “ aiaei5n '-’ Li 


nl: = m j = 



VAKLOS jRADOS DE LlBERTAti 


uei «r g Sid irflifia. ** P^ 1; * L[ ^ f «■ 

g,c - i«v' Awfi'T + *i + tip 

i s (L#l)' 

v * - |£0[}* -I- ms(Fi-h) 

= #;+ s^Lfft) = - s*) a 

y i - t i] -j. (L^! = + 2vt{ktfjf ms (Sj — 0j - -PiJ 

- £l[Jj + $1 - H~ +■ +" 

las wlodduds d= lo* discos dc Ins p^lIo* m indlcmi cn I* figuri 3-9. 

^ + 2d! t dg + 4tf|ls I- 2tfi#j h Sai 



79 



Flff.3$ 


fiS 3 — p s + flj 


Fie.a-9 


La tncrgiu potential debits a la mBfl ah «s -fWi # : r){ Ta enefgta po tend a I tilebida a [a maw «tt « iwjtL 

g.'f 4 - i \ — cos S’)] y la cner^£n puteatLaL itebida a la roasa m t es mgL[ (I — eos di) — (1 — cos #:) + 
fl _ -os f i J. As:* la cnef|fa potcncis-i de- sis-.smu ?s: 

t E 3 , = — ca&Gi] + 2mjE(1 — ct?5 S-i\ + mgLU — cc^ £:i 


d 6.EA1 _ djt-C. ) ^ g EiM = Q 

eifc 5qt] ;?ifi fli?; 

Ciianco q = r la erui-cinn is (.arrange tiOS 4a: 

3L 5 1 + — 2Li?! — Lt$z — 0 

AnilffgarriftiEe, para gj - fi, 

2 L % 1- 2L Ss + 2fr£s — L- ci Cl 
Xj- (?i 4- L >?ii 4" l* 5 s jrffa “ 0 

SupOnjfllrtOa que loi muviaiieinos son pefi 6 di.«i y & CQiapOJSEtl de moviminilos armonigga de dtffcrtntlta frcsuencra* 
v 3ir.pl: r .udo; Sear, ti > 

# i, A isn £«£ + ^), 4 j — -! : A jen (#i! 4 - tf) 

5i — S kei (ct t ^-) r Va - sea(«i + f3 

? ;I -- C JtJEL tfj = — i.' J C sen (ti + iD) 


A •• K - r 


. ■ «r- ! .A , J 


RsmpLi^nitn csc^s v inures crl lii CGUAcloncs ac [iHivainicisM* abeunemns: 

2LJB - LiJC - 0 
~2Lu J A H- L»*C = 0 

— /,o*A - Lrn 2 B + iff - L-J)C = 0 
qui nos da la ecaadfln de ffcciicseu dd sjsLcma, en forjjia de de:eim^nA.nte: 


(Sff— SLy*} -2^^ —LiJ 

-2Lu l [iff - 2L^‘> -Lu l 
-LJ -Ltf ig-Lu*) 


= -g 



A 'v 


|£8 i 

m 


fv h 


til* 1 ! 


i 1 * 1 

■ • >|« 


‘ih 


9f : 


S' j 


1 1 J n 
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1. 


VARTOS HR ADOS i>F L1BER.TAD fcj( 

Dcs£jrfoS!ancto d Lteirrmiaamc \ sampli fksnilij- ohienenvss: 

Z.V - DtfliV + - tip» “ 0 

dc don Lie =O^Vff 7 ij n.‘a ' \JlyfgjL, y u s = V'p 1 /^ rad; sc®. 

Una cuerda tensionadu tienc Lrc^ masas tguales colocadys como it r^uesrra cn U figuru $-m 
[iui:dt; viiponer que Ia l undo n «u ia eucrda pcnnmiece cmisiuntc pur a angulo* de oseiJacion pequjj 
Si sc apEica una encitauidn /v sen l>; a I cem.ro dc mas a del siscejuat, determiner e movimientj 
c$tado esiacionarfo. 


l.m euuaco[it> dc mdvLnuenio pucdleii obteie'.'c >-e b ccu-i- 
din <le rtwrzss = ma. 

miSCi — — (TfL)Xi — fr/£i){xi — -;£f) 
flrjijs = " *0 — ! T'/I4 (b!i — £>j + Fi sen 

mjft'a - -(2VW(#i- **) ~ iT/Uxt 

Cwtibinndg d nfiJiih tcnutn w 

a, + (2771.1*1 [T/Dx: - * 

trii s"i — [Sr/Ll^j — {T/L]X3 — (TVLjii — Fu sen 

m» " a t (£r/Lj*a - (T/L)s, * 6 

SuwnjwinoH itUti fi- JiWinvcnlo. t* pflfjAdieo Y ve fflmpnne 
dc ingvi.irieni^fi ta PrTt-si niv JS- de diFerenks ifSipEttudc^ y IrscuEncin* 

Sean , , *. „ * . , r v 

JC; = A 5C^. {wt + *1 = — -M A *« l“£ ~ v.) 

(Ps. = B s eji (u'f Hr *V — —^B 30J2 I of t 

j? s “ C sen (ul ~ *}, *xt = -u H C sen tut 

Remplaiurida esios vabrei en lu wiiaL’icines dc rnevifnitnig, sblencniOK 

{227£ -«*mU - {T/L)B = & 

-(T}L)A - \. 2T/L -<£m)B - T/L)C = F* 
-(J7L)B -I- (E TO - ^w)C - 0 


t 


Fu ecti uj r 


L-\ 


Mi 


Fin 341 


Y ccs-ol vL-cndo- l^i reyb de tiraniE' hvi l.u'nu-. 

A 


(Fa T/LM2T/L - w^ t 




C = 


{LmJTfu' — + QQLm/T)*' - 4 

(F, TfDilTfL - urm) 2 _ 

iwnu- - iNW V 4 

jr, T:l}\ z T[ L - 


{ L mf TvJ- - 0( L^iT ) 1 -, L 1 Qi LmfT) J - 4 

For ccnjiif tiieilc c| inaviniiefito del esiadc gstacigTiiiriii de las masa^ d^do per: 

3 l(£;i — A. s^n mf 

jfa(i) — B ifin. oi( 

i,(|) = C vJ=ii 

doadc los values dp lo? cocfiritnies A , B y C son dnlucid™ ani«iofmcnk. 


Ji, Tres bicqucs dc tnadur:i que ::en?n, rnasa util* 
taria > csi^in unidos ptjr resriries de rigid lv 
l lb /pul, co mo se mu^Lra en la figura 3- 1 2. 
repos an sobre itnn super fide sin rojamiento. 
Si ;il hloque m \ 5c te da un desplaEamienln Eni- 
chl dc I pulsada. deierminar d rnovimEento 
rci.ulUnrc del sisicma. 


;ap 


Rl 


Lu 


□r 


dc 


tie 


Bgfc 


m 


44 


Fif.A4I 


Lj: teuaiionc? il'fcninLrilei -V m.;--.imi = -'. , !0 vii[«ma CM w ni LhicSaji pen - : 


TttH (| 
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figura J 1 ' 10. 

n pcqucnc 
r mmiemc 



m L 1 3 -r Aj(Si — Xu) = o 

mi«i + &(*! — *i) - fc(a?t- Xi) 

tin ij 4- frfea — JJs) = 0 

p ^ r - - U^a n Jo las valarcs (lidos. iis ecLacirnes J:"l sc rcduLsn a: 

St + Z\ — Si = 0 

Xj 4- $Xi - Xj — jf L = 0 
Ti 4- n — u — ft 


- 0 






g u pan|iLmai que d Tncvimidiio » ptdudica v >c tampon* de movjniicaloa amt6mi<od ds cltferentt* ampliiudtt y fte- 
{Ttendfl^. S^fn 

Si - A *cn {c*4- 1^}, 2\ — “u’A {ut +■ *) 

n — B >cn (W -I- ±), , n ~ — cj = i? wri (h* + if-) 

ia C S=T. (■-£ + ip) r ia “ — -Mfn (^f + 


csi^h tiUrts eh lin sLu_^ionei dt; tfiovuriispiti, o bie lie nu>s : 

(I -»*)A - B - 0 
—A 4- {2- u*)B - C = ft 
-B + fl-^jC = 0 

I j d? ft-.ifc u» ec.J clones diKrcflsisJci se ctiiensde: 


*J) 


(l-liJ 1 ) -1 0 

-1 {a-«*) “i 

o -i (i - u*j 


= o 


Dcsarro lem-is el dslerminsittc pTi afetener lit teuaeisn de treeuenda 4d -iK.ersii: 

(1 - «*)(«* “ = 0 
CC L .i rual a t — 0 , tr — 1 , «- — ~'/d rid/jcg. 

PiT3 t. flic^imicnto ^e-nerd de ad siitfma 4e ties padO£ dc lib-crted puede tsmbirse tsi: 

xl — j4i isn (*e t t — *^| J t A» sen {m^t— £„) — A a sen (uji -I- f s ) 

a, = Hi vm Ut + ^ L > - *bb W - •+■ /?i icd Cw.,e -\ *,) 

i] ■'— Ci wn (*f L t + ^j) 4 - Ci sen (iifj 1 4 - i 4 - Cn sen (^.t + y-j 

do:id-e Eas j:::pJj’ .des 3 y C puctfed iltprcijrsr cn fuitcioh df Im A. a. v Tud dc .if rj7 ies Lie amplitud i^bleniJa- 4c as 
c-iaciojits jlgHbralciii 


Ik Ij prime ra ccuaciiA 4 c tjf. 

| = d-- a >, 


i j®? n 

^ Aj ” 3f A; “ >P 


A j 


= ■■ % 


ikddt las (ftj rmojiei Jc Ampllturl stohileften al re:npla2Jf a., «: y m put u cn In (cuBcifln 6eampliiud. UtiliJtafldo 
les ccuagioiws pfirnei's >' te:csra. «tc (Jj. obtcncnidi: 

_C = ( 1 -^) 

A 


Gi „ 1 & _ C 4 _ . 

A , A) 0 r A i 


a-uV 

Como !l r 37on de ampliLiid Cl. As E indiKnr hiCO. lltiliceitiOi la ;i£jr.da iejaci&n de t J) pdf a ofetcticr: 


m 


-a, + c = o 

& * -Ai + if a — Ci ~ 0 

dande qj s=. remg 3 a? 2 ita por o>;. Esio puedc csiri birsc asa: 

-I + ifif/At } - iCi/At) =■ 0 
Pcfo LUtrld tfij.4}) =0, cnLonrts, Ci/4; -< [, 

he\ Fiind6n dc ,-fi,A. y A d isnavimtcniu gmersl sc «nvicfrc tu; 

*; — Ai i-cti •( i* L t 4- yt,} — A, sen iui v f — + Ai sai £«,+ + itj 

— Ai acn (u L f 4-^,1 — -Aa sen [«.f + 
xi - al L vcd (y L f + 4',) “ A* sen (u y f. - yJ-j) f A i tenfij.M- 
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U * m conditions iniaaJ« so* j.{ 0 ] 4 0^,(0) *, 0, j *0) = I. - O.i,(0) = 0 F * 40) = Q r enfc( j IJc * 
4 i. *tn i^j 4 - jt 3 ta ^ 4 " An son I/.. — 0 
Aj sen 4, — 2 A* b cn if, 0 
A, ien — A* sen 4 - A, sen p 3 = i 
A . cos 4 Aj bob ^ + VS A t cos^ :i = 0 
A i cob ^ — 2 VA A j coa ■ 0 

Ai cfiF? f, - 4 -cnsg; ^ 4 - i /3 Ai cm - 0 

Sumando lm ccuatiOTics. (7)* (J) V (0), itttcmas quo 3A | «s - Q, n quc ^ ^ ^ ^ (jrj ? 

ttpipmuv *!-*>- */a. I >5 hi ««ncsap« W, (J) y 0) obUMma*: 4 - t/J T = J /2 y ,-3 = | /J '9 

tunsiFuioaTC el movimietiio genera] os; 

*i(l) - ^ - A 5=ti if 4 - ~/ 2 ) -r (£) (VSt+ -/ 2 J 

«*(*) = i - scn{V$> + WS| 

_ 2 K- 

= £ 4 - ^ ten f t H- -/ 2 ) - (ft) sen I v 3 1 -I- W 3 ) 

Tre> ma.sas iguates vscdn Hildas par una cucrda, In ciiaJ liene un.i tension rqiw puetfc sopail ' 
cons tame para aneulo* de oseiEacjon pequenos. Si Jas masas sc eolocari igusimente d is Lard 51 ■ 
sc muesti-aen la figura 3 -JJ f determine!: las frteuend'iis naturals y |ps modos prindpalif 
vibration del si sterna 


La.i Bcuatione* tie nrjviiriicnl ■ ibdds pc;: 
m-. ae, 4- pr/Lln - '(2Y£)?, = 0 
mi ^+{2r/Ljr 1 -(T/£) i rt-(r/£.)x J = 0 (i) 
+ ( 217 /AX 4 ~ [TtL)*i ~ □ 

SupoitjtHmns osiif oS madm lento a por&dks y -e-refi, 
.■jmiucKvr- do mcvl.::isn! ji ar— oni:os do ij| is rea: id flmali- 
■.ulIc^ v frccuencm, S ctif: 


1 

1 




4 - 




-Sit 


— A sea {iiJ 4- $), 

*+ 

X\ ~ 

— j"A ivjf 4- 

= Ii sen 4 

Ss = 

-u~& -’^n \lz£ 4-^) 

— C 5cn (uf — $), 

!ia “ 

~w~C sen {tit 1 ,i) 


Ip 

.iv 

f 


it. 


R.er7ij!!:i7a .do HtOfi ■. jlnre; sn In a enneioncs mo' fblen ethos 

(2T/L - 4 jV 4 A - [T/L}B - 0 
-{TJL)A - ( 2 T/L - u-m)B - 1 T/L)C = 0 
{TfL)B 4 [2T/L - tSM)C - d 

V ]a OOiaHfin dtf frenmicii sc Obticne I|u4ao4ti n ccro cl sl^itrrrlintnLc de los firjdloitnLw de A. B y C: 

(Lju/T?^ - + (IfliWTV 1 - 4=0 

Risuivncndo esta ecuucio- ah ten erring u n = V 0.6 T Lm, u 3 = V 2T/Lw, «, — \ r hATlLm : Ah- z. 

D= I a ^cii jci n nos p'idnera v \er«7a. do [JJ, vCnfii iOs 

B/A = B/C - 2 - (wLui 2 )/r 

Para cL primer moefo ds vibritiin t,ea A = «* = a67",7.nj. Fr.injtces. RiMj ~ ff c /C* = 1,4 o imFI 
fl j - t,4-^i = i,4f. i- Vmsc lia flgufi 3-l4(ci). 

Pqrn- d ifiundti m-»do d« vlbraciun, w s - g* = ITILm rmojim, BiMi = =s 0 y de ]j 

Knadon dfi xls = — Cs. ■'.'iasi 3 a fi^ura .■=- 1 4 i|yi}, 

Para A ttreer modo de ^brjciun, : im u 1 = 4 - lAT/Lm. Enianraa. B^/Ai = BtlCi - -L,4. Vie^B 
gura 3-J4(ri. 


: 1" 

m 


m 
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V <Ji ( ' ) V f-f| g|. 

>' H - - 


K--' fl ^ n3 mass m. colocadii on d extremes de urn a bands dt cuu- 
*' ' de liMtgitiid L t ca:i giuniki almledor Jet puiito O t comn 

sC truest r« en la figufa 3^15. Usilkar la ccuaciori de Lagrar.- 
fie pjrn deduct r la 5 exp rest ones du I us -uerzas generalized as 
~ ue j.ctuLui so be tn durante las osctlticiortcs litre 

i_j CL . .i l'i L't i dt t.n^rifigc ;u:y vibr^ciunc Jib?-A pueilc MCI Lb if en 
fonnar 

d_ oi ILC-} _ 5s r E.c. ) _ Q 
dt 4 " Hi 

jui nil inU'iye for^almenlc lu er.erg-ui pnlencial, KP- Lli fus^iii jwne- 
-jlizadas (? = sun tfedud Wes de :sn paicnciil 



Fit. 3-15 


Uiude >Lipouisr^B 

:e distanciadaS -f 

d iff E.C. ) 

i rsneipaks dS 

dt fiL 


d tr^I.C ) 

■j ffifc,' 

dt 


d it E.C1 

“ ) II 

dt ^ 


La enei'gta ciuebcu <2e Lu mit-i e»l£ daiii pur: 

IL C- ±mij. 
*: e.c > 


= wi L, 


te* 


LV - LV 2 d} 
= w i. Le r — Lp 1 se- f i?) 


Sl lr 1 = mi * 


y v-cri ? cuh 6 


L Hi 


fir ,eU. 


'•L/^i 


2]3sLf-^ >ci3 t S sen’ ? +- 2m L-^ sen <? C03 8, 

For jorstjjui^nte 3as espresso n« -Is ks finer: as pc r.erE;i Ficas son - 

*■■ ■ ■ 
m[£. — L$" — L.p : aerr s} -- 

■I -I m I H 

m|L J ff + 2LL 8 — L=V sea 8 Qo 

m[SLL^acfi* 8 — L a £-scn*0 - StilL V kr a cos ffj 
T I , L'nii itiav j . m cstii sopor tn dm por resorts rie ho- 
ps qua lienen uji amortiguaTnieiito ^structural 
g y uny rigidez k. Si a e&ta m*tsa se Je ccmeeta 
un element o dc rigidez Ai, arnortiguaRUento de 
inertia C> y sc limit a cl rrcovrm lento por medio 
de un femrtc dc rigiduz A: y on amoriiEuafnien- 
10 visegso c. cotnn sc mucstru cn lu flgura 3-16. 
decerminar lu-^ ecuycioncs dilcrcndaks del sss- 
tema. 

Ei amttrligva/ntemc: dt' inufdti puede ^xpremrit 
una pjfP7j ue dif;pad-:n c«? energld. cuya ^.dgrbud is pro- 
pCFL’iuivaL 1 !a iLiEipliliiJ dc: -jLim hit* Jc LiccEcradOn a trav'es 
d«t cleirnma iji,? isrra cd^siuils dc prupfircAxialiijud G, 
ultras l . ■; d Mn&ntgwiaifetv& esifucTitrai t=> un;, rucrij 
de diiripacii a decucTjii, euyu tnaguiiad e$ pruporcLonul n la 
ajfipLuiid ce: cuntb:cs dc dtsfjikTamiesso a iraves d« Sos ?e- 
feJfkJl He ficju-i qpifi Eicrcii cuiiflCime dt pro-pure. onaEiCad .if A. 

Dibujaiidu s' diegruma Vceturia Ue U fiier’a que rota. 
pA^its « i ndicLi cr. la N^ifa j- I ;ohssrvn ei amortL&uj- 
n'Knco esluictunil csi*- a del an (f do flP a al 5(aorliguamieT::o 
■'SirosL, mie.ni;ra£ c\K d antortigitauiisiiLQ Je Lnfirda ciLS re- 
Irairtcio snn rgspeotiJ d mit4Pli|M4iiiicnU> mCn-wi, c- decif, 
rcneiiioi: 

es pjri; i\ umnrtijstLamscnto tLacoio 

'<pkr i^rii cL liTn.nrtiifLi^imicrjlu Mtnietiirr.l 

—iG x pern el ar-.-irtigaarriieaw dc Lisrcia 

■Pi-'o p 2 ra vitjfacio.ncs lorzasias. 

* , 

X ~ lUJS. o X = Xft U. !I = Tull 


JpC.i = 



Fig. 3-16 



1 1-iC Hfijj.MXj. 


A V* 


J f m X 


X f;i r«i 




Fig. 3-17 


y 
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V'AR i os geados tje l.fbertap 


i cj 


Asi". cl amorsiguafflknw Essriieturat pi cflflviertc cp- 

tffkx — ■ ; iffkft*)! 

v cl aroftiguujiil-cntci et tsiv-rci a k eon^krsc en _ , 

iGx = —iGiivx) = {Gv)x 





! 1 r s 


)£ i _ 



m 


■ : 


ifii!! 





! 1 , 

1 F 


J ■ |Jti 


l':l.lj - -r=) 


ik-JZt - ¥i)h 


ffl 


■ - t| S| - 


^,(4“, - III 


. . 3 


^ tw M< 


FiiM-ift 


(>e lii 1 ; tti sj 2r£jll3.S be ccerpc Libre i. "1 in 1 - 1 -— 3*13), ! i-i dj rirenciaLss dc :^'-ii cr.-. iiin 

Gm{x> — s=i - k v {xi--n\ = A CCS 

■fti *1 + (fjfi/v j)li + &*3 + fcilXj —37]) •- — i|J — 

ex i H — x*) = 0 

Y caiixwanda sJ Cfcien obLUieinus: 

Gojii — hiX\ — Wl.-jj — ■ -"l 

*H & t (gll fa “ 0^)54 + (ft 4 - frj + fr-.'Xj — k&, — 4 rtaX» — friJ'i — A 
dca — Jc^st; — tiaJa — 0 


SISTEMAS DIi CUATRO GRADOS DK LIBERIA P 

12. Su panic ntto que lodas Eas mi peril tries en contacio son lisas, esc riba Las mu ad ones difercnciul 
■ Jp movimiento tic'. sis^ercin que s.e m contra en 3s Uaura > 19, 



Fi|p 3-19 

Ctomo hay mtro masas nadas par Jnedto tic rataia y de « iweasdiiii cuutr* c&»r(fen*dw W 

pqru sspeei Elgar Eli dDafifwriidnn del sistema Eimn irtstante cuatquiwa, Con i^SSit'Xs y x* se ptrcden dex* 

j as poiicion« <5 b uda* Us masa* en «n iiasante cualquiwa. ttLftientc de mto. J'or && citba. cm ^ un ffetMBfc ^ i 
Kiydfji dc Iinc 7 ly«l La* ceu-JlcUtte* djUrcnUiJlei dc mo vimieniu pugden iiittSTJCrst tacilmtnte dibnfapdo d (JiaJ 
gjerpa litre dc tad a masa sepamdamaiU y aplicaiido La geoundi ky de NewLon a eada maia.gon d Tin tic ab * eJ,ef J 
^mdcnei dc mo»i[tri*Bto gr^de* liherud L»enc d (Wert*. t«c pfciecdimicRto se puc* uplicar a 
miiiia-fesor.c dc muc-ns g—doi tie Libertad 



■ M*i " 




< j = . ; 
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piri-J -i nma w: U «it;icion tic nmwmjento es: 

WU i + a s Aft 1 ?! Pi) — M*a — *i) 

Para lamua rh ■ [□ ccuackn de mrjvimicntc csti dad.i por 
m.i Ei ~ L.tI'j- — scj 

l- par-j la rn usa nij , 

m4 ?. — — Xi,) — Cijar* 

Hn-r coftitifiHflitev lu> tuuifo oread emaa Usfsrtnduki de mavimiema 
quc reprcwnisp d jistc™ dario^ ppcdcra exp-resarH: wmor 

wu xi — t.t i 4 A: — kt\x l — km — ft*n — ct-xl = 0 
VH x* 4 (Set 4 A'tTxj, — /ftif J — friXj m 0 
ttlj Jts - km — k]Xt — 0 

frUJCL — -j- Ai^L — AiiTl 0 


C.<*t “ r.l- 


I 

mi 






7 ■ — Til I 


C^Xl - ^ i } J 


W* 


FVt-SG 




j 

: 


1 L 


r 


I 

itcfatei lit ■ 

ij 

1 


m 

I 




J. 

3 

I 






i 


ili ndcmci- 

. .1 

l sirmiEiaF 

iu de cjjrro 
ip^ama de 
r Lauras 
dirplps 


■_fi> 
-- x+) 




|3, Pedum 1, la ecuaeion de (Yemen da del sislcma general musa-resorie de cu&’ 
tro grades de Kbetcad que se rtiuestra en Li Fleuru 3^2 1 . 

1 is csciadsmes (te m^vimicjito atari dad - pc™ 3.J 7 = m,- 

wh 4 (C> 4 t a )si. — ktXt = 0 
Wj'jf: -■ (kt 4 Cjltfj — A'iJfj — A'aXi = G 

Tjj.i pi 4 (Cj - iCb)pi — A < x 1 — ki#M ~ e 

HI+Eh 4 (A* 4 ftajafi “ = 0 

Siipf^-sgHTPOs que vi rnovinieni cs periGditici j. -s twmpodc de im>vi»nie:i5«s anrionieos dc 
diEcroites amplitudes y frocuencaas. Sean 


aj L 

— ii ten fxl + iA ) j 

El = ‘-Lj 3 i4 acn [vt 4^} 

x% 

— B JCfl 4 

Si — — s cn [. d A - 

•x* 

II 

pi 

‘V> 

£ 

* 

Ej = --&; ! C sen [iiJ 4 



Ea — — cj i D ai. L n (*ai 4 <&) 


R<mpa/iiiu(,i esw4 vjjo'ej <n lu ecu.i-done! Jc moiirnlenm jr vLmplitiearsJy, lenemuii: 

ffrj I ki — - k)B -■ 0 

-h {.Ci 4- ft } — m t w 2 )^ — k-iC - d 
kiB \ (ftj J - fti — m-aj a )C — CiD ss 0 
-ft iC 1 4 (fti 4 ft i — ml ,*}*>£> - {) 

La ccuaal^p de r^cuAitda a ob4lenc Igneludo a ccn> el deterpu inamie de las c#eflcfeAtc$ de A. 
B t C } D\ 


lft[ 4- fti — TRi li} 1 ) —ftr 

— ftj (fta 4- ftj — w L i t.A( 

(1 -ft» 

I) C 


Eicrib-wneo cl dctcrminame cp ^"a fiarimi. 


l) 

-ft a 

ffta 4 ft* ~ fftinf*) 

—ft* 


a 

—Ci 

0 

0 


-ft. 

b 

-ft* 

0 


0 

-ft, 

c 

—ft i 


0 

0 

-ft. 

d 


ab - ft’ 
— a-ks 
0 


—at a 

as 

— afti, 


0 

0 

—ft* 

(ft* - fti — m*y f ) 


0 

— fflfti 

ad 



FJp.3-21 


= 0 


- a b cd — (C'cd + ftjrfa + 4 ft^ft! ^ 0 


(fti t fti — wii */)|Cs — ft? — — k, mi£j a )(Ci 4 ft} — m*. ^ I 

— (fft[(fti 4 fti — — ft* — jjuii 1 )] 4 [ftj{ftu 4 ft* — 4 A* — ?tu u*)] 

4 [ftJtfti 4 Afi — lF(Lu ! )(fti4 fti — Trtju *)] ) 4 Afftl — 0 
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KA 


IT 


DesarfuLLiindo ■yu, c-oresten gbuiKmas; 


* _ -r fcj 


4- + k s . t, 4- fc* . .^4 -r fci * 

4. J2 1 + _|_ „ ! oi n 


r - r h j 


TO? 


VU 


.j. | >: lA-^ + hiki + .--■j. | t 1 _ fr.frj — kaki — tjfci 4- kiks — ktki 


W t w.i 




??r rTO) 


{jfci + + frO ^ {fe> -h fci)(^ 'f fo) _|_ Uu + ftilffa 4 fri'li 

mjTBj mi»U ftWYli. 


kfoki + kikjk t 4- ktkiki -i- kjkjki , fofofa + knkj ct, — kjkjki -4 fejAafti 
nr lJk-jthj 

I y- L j- l j^} { ~ r k\kj -|- ) {.-W -i- kj)(k m '-:^ I- tit.n - tnt;) 


WjMiWiJ 


?n 4 fft i Tint-4 


- 1 ;! | :, |; 


it li t Juki ~ ktkikjzj 4 kikik-.kj — k . k;k \ k- - k-J-.k-J'- _ 


]tM 

■ -|, j 


• 3 

ti U 

rif r 

-!i t: 


Jill T ■■ J 1 ; 


m 


t 


t : 


\4 .; 


In! 


I 


MATRICES 

14 + vEl movifliicnto Je l^i doi nrutsas que sc m Lies trail 
en la figure 3-22 esifi restringida ul piano del papel. 

Los movimienios en las djrccci clues perpendiculars 
iO piiedcn lofnar indep-etidknlc 1 ), -lno del otrcu par:; 
linguLos dc oscitaciort pc q^.i t fi.<j ^ . Calcular las. fr«- 
cuencios naluratss, la misbrLi-- inercia, la mairiz ri- 
sides y h main z dinamka. 

l.as rtJLL&acfiei dc movimimto ei:in dacai Wi r: 
m* t + B^sfi — kit — D 
m 5?3 + Sta* — kx\ — 0 
m + -tifciA — 0 
m y, + H&fri -= 0 

Hacienda *1 = = v< ='fli y JTt — tflj Tat dCUilcmnes dtf ftiOviEtticnlO 5= ggnvicrLtn eni 

fl 0 5S: — t 

0 0 if* ^ “A St 

TO 0 ct'm TJ T> 

0 TO tl 0 



0 

0 

■It 






1 

■?» 




= 0 


v asL Sa motrii neTtia C5 f \f ) = 


m 0 0 0 

0 m 0 0 

0 0 Jirt 0 

0 0 5 m 


y Isj nialrir rigi-ie^: c> 1^1 = 


Lj matrir ilinletLLLLi « ! £'] — i -V/ | " 1 [ A J, tfAmdt [ Af ] — J 


M = 


L 


i/m ooo 

0 1 /to 0 0 

0 5 1/to 0 

0 0 5 I /to 


Gfc -fc 0 
-Jt S.t 0 Tl 
0 0 4 fe TI 

0 0 0 0 


y pur dime. 


l/«t 

0 

0 

0 



— t 

0 

0 


o/c/to — k/m 

0 

0 

0 

l/'rrt 

0 

0 




0 

0 


-k?m Bk/m 

0 

0 

0 

0 

1/m 

0 


0 

0 


0 


0 

0 


0 

0 

0 

0 

i/m 


0 

0 

0 

life 


0 

D 

0 

GJc/to 
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Hi lice lu Icnriii etc l.i mfitiij A paFfl ofofFrtcr: 


(A - bkfatt) 


{kfni) 

(X — Sfci'wtf 


O 

0 

IX - 4fc/m) 
C 


0 

o 

0 

(A — fi'f/m) 


J'tt) - >f - q 


tk/m) 

0 

0 


0 

0 


^ ,;j ectacipn ;:ars.:ti:n->tica cs Mf) = ', >>!-• C — 0, deerr. 


(>. — 5 t/m) 

0 

0 


(fe/m) 

(v — 5 ^/th) 


n 

0 


5 

0 

[A — Ife/m) 
0 


0 

& 

0 

[>, - Ojt/m) 


0 



15. Dettfrminar bs eourdenudas principals del si&mma ma^a-rcsorte que se mu^ira en la figiira j.22. 
por el m&odo muiricial. 

T jc coordenadai prifteipiEc* eat&r; duej,H por- 

{?} = 


■jDiide a] L fei la imisrst de |a macri? rir t L ' ftSlforrEiL ici^ n fn|. la ^jf:J Cits fcrmsdi no: Loans lo? niocos prindpaJes da 
vibriddfi del 


Sc hi eti«fltradi>qu£ l*n rrautucids n<mira-e$ *on: 


«, = y'jt/m, Wj - y'tj/i/w, .a. f , Vi — yat/pn 


v de lii tairfa de la mnlriz *. >c jwicdc dem sir*v qu-: fe mm Hi ce trtofoi-rraci in esti ciqdj pur 


i i o o 
1-1 0 0 
0 0 10 
0 0 0 1 



1-1 0 0 
110 0 
o -n i o 

0 0 0 1 


AJscra, fil ‘ 



r * 0 0 

i * 0 0 
0 0*0 
0 0 0 I 




•Jo..de flj t ijf^i <?j Y sen las vtfOfdefiadaf gerseralizadEis que repressnLan a x., x-tn ifi Y y S| respcirjvariCil!*’ Por tdnlu, 


pj = qj2 — <ji/2 - art/2 — W2 p& - ^ u /2 = w ; /2 

pi — qi /2 — i ji /2 - Il/ 5 t W 2 p* ^j /2 = ^j/£ 


COERCIENTES DE (NFLUENCIA 

Dctcrmitiar los cotficiefUes de mfluenda del sisiema mastt-ristmc dc ires grades de Itberiad qtie sc 
muestra cn Ea figure 3 - 23 . 

Par definicidn. d coeficeTUetie in Rue- Ha. n lj es If, deflexion CO La coankirada deb. is. u una filer z,i .inilaria aplieadi 
cn l* etwr den-ittlia / Pa: a un ’iMcnta dc tr« $rudo» de iibcrdd. liabrA nuevc ioelitienici de ir.flMcncia. que son a lJP 
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Cuando sc nplr-a j-j. fugrza .niti-ia j j. matt 4”.-. comn sc ind::i er. 
|g figurn tl r«r>ne de ftgidcz 3i se estic&fl !<J CUItl CS I guy I a 

eri! Por cansiituitnif, 

Cuardfl Ie rr.asti 4m se ddlecta U11S 1 003 Li ud L-i 31 — If 3k fenjo [± □ 
ctdn itc Uflfl fuewu unit aria, jiii» morn 2m y m jlmpitmAm* a mdvtflfl fcaula 
dbiiic- ' j n R ci js r 3 nci li :£Ja! tg dcdr. 


£n iCrliC- 


Pot el twrcnia. rectprow de Muweli wtiernos: ^ - 
oicncui, ajj y «ia — * J si. >' :" 1|k cjrnignusnir 

a ■ . = ir ■! — Clf ■ 3 = 021 Ai : — ! ■' 3 ,£ 


Plifi lisliar ii; i, apiiqiie imi ft 
Tnu&Lra cn Ja I'.gura L-ds rcsn 

dflsuca equivalence «tu fflr; 

1/fc*, = 1/3 fc t- 1 fk 


: 0:,0 


La d?ncsi6n cs F ik**, Q 5 c;i i / t Jr v ■ 

masa /h cud cade Jn miu.a Im. r^ricniea quc su 

pnr cnrtsijuknle, _ _ 

si -n -- 0 f'.l — «-rt 


Pant inOMUbST ftns apli\ilc intsi rucrza unjlni'yi j la foiasa rw. La> ReF rcj^rtss eicin sn wde y su rigid rc c^niva 
lca:e cili dp--=i po" 

i/it™ = im -1/A+- i fk = 7/Sfc * *.i - afc/7 


l/{34/7j 


Los cecficientes dc infliitncsj dd a*a* 


Jtfl pcildi-l 0 " r i p 5 c 
mt v /» i, quc se 


di infUMiiuin 
v masas m .. 


17. tieierminar Ion iioeficicrtch 
de kmsUudc* /.i, It y Li 
musstra en la figura 3 - 24 . 


AptiqncmoE urn iuerza unitpria harizoaml a In miasa m \ dd pcndulo. 
con,^ K miiKira en li iieuj-ja 1*1$ y expreie las ceuadQim dd fu^rzas alrc- 
dCl^r dc In ir-.iiiJi riN. Pu-cslv i|UC fll =st.j er, c L| ^ i I i ; 

F sen fl = 1 (“! 

redtS = + rrr 3 -1- (- ] 

Dlvjdarmn la «inci*n (fi pgr In (J) P ^:- 1 n-^nL-r 

tan $ = l/jr{i»i - rui - m 3 ) 
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PilJj in g"»i 1 0-5 d- oscilac i-on pE^tlcnos ( Ian $ ' sen f y de la wfl F^raei g n del siwema Sencntii qi.-j sen- $ = an/L x . 
[■rt cflTiSKliencitl: 

a i3 - LJsrim^- 

t fwir In ^'J-JLiurlrCii del slsicma senemu-n que • ^ 5 ! — a.;j , 

Cu imito le agrfica uni ucr?;i hOTDcnljl uni-.iif:n j Ej raasa vi. 2 , somo jC hi-icsr^ <r. M fit^n MlS, li mas,l w ti je 
despiazara uijj diALiatia 7 .,, fflienrra? que m 2 y m 3 se deipla23rftfl. :na dsstafleia tdidonaE ieu:il a L s /gt.vi. s 4- JH 1? ) 
ana. Por const-iLiLenie^ 

a x ,, - y an — - a^j “ + tjij) 

Sj m :!.irm :me . cuando to uni-za fjenta que ictCia sobre la ir.asa w:i cs una fvcTKis horizontal usiiraria. oomc .se 
stiuestra La nyurj J-2?. li jjjJlsji m : sc U&pldjari uny (Sistaoeia ft :i y una diitancia L a 5l + L-Jgim 2 +■ «*-a); r 
mjenlrn* que se deupkiart unu distaircia udidomil ijfuy.1 a L^gm-^ culwlccj. 

A.-i — --n + 


_ *li« 


<T;j — fig;. 


Pnr itinLo, los eoe fici-ente^ de jnflLencia esLan Jade? pci : 

L t 

^ti — 012 “ { *u 


: V I. 1 ■ I '■ 1 .; ■ .Vf'i) 


Cj j 






g tmi — tr> ■+ 


a-Li J wjn - ~T™ ,-■■ 


q 1 7 .T-] -A m-i *!■ -pt n ) ’ 


*32 — . 


ir'wq 1 mj+nijj ffbnz + ?n H ) 

^1 £/% 


g{m a -i- 7Ft 2 -r m 3 ) £ri; tji a 4- m H ) 


L 2 


i* r i;r — 


-h 


t rji-j + j?i 3 ) ^ 1 ru^ + m$) prna 


18, CaJcular Los coeflcientes dc inllucrcia del cistern a mas^-res^rti de trea grjidiai de Jiberlud que be 
inutstra !a ttgura 3-28, cuundo- to4as 9a& rnasus sent iguales a w y todo> los resortts son igua- 
les a k. 


Ait 


A: it,, — a 33 l_ 


. ~ ce 3 : ' 



Hi l lLb 


i rri 



H 


A( , i , || dj.J T T jt(n 0 — (t f |) 


I - aiu) 






l-t | 




A*, 


Ma- n — l u l * ( tf Ui ~ ^ 




rj J n]^ 



<n 1 1 it* 


fflp 

Hi 

PH 


* 1*11 “ 



” a if J T t Af^u. a ui 



ha* 


A 'ijj ■ ■ <?jjJ 1 1 — ^u . 1 



Fig. 3-18 


Fi&. 5-Jra 


tVaijgne las maias: nr , au y m i. Apllque uns fiif'na uniiafia de una JJtorts u U maji tn. ¥ De Im diapamM de 
cueipn lifore. ert la H^rs 3-39(o), obteiremos; 

kn Ll — Jj(du — ffl.jiJ + k{a u - *53' = 1 

— lij] } — “ fed.;!] 0 

fetaaj ■ cr.ti) + *(^11 “ ® 3 s) - *cq 5 


8 fevr a — A L fJ 3E — featj] — 1 


2 i Ji 3 i 


- 0 


lrr 3 E 


®ii “ *ai — 0 


que nos di 


— l.'Sfe, njt ■*- 1/4 fe, — l/-4fe 
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VARIOS CKA 0 O 5 DE LI BERT' At) 


[CAP. 1 


Aflilcflamemc k ohsiendrin 1 m sigujcntct ecu ad one* dc fu<rui at apltear uns ftierrci uaEtojici a la masa nn. Co mu 
se rn^e^tra r Srt If ilptra dOU(£}: 


J 2 d o*- ^*12 ~ ^(“22 “111 

&[&as — — ka-i2 + k{ir^ — jjjs) — 1 

.tlag^ — fiEJa) -i“ — Cfrj’ J “ taljT 


3d j n Of*® - 2:1. j — 0 

iWcug — ~ 1 

Sofia — «jj " a aa — 0 


d: Jondd 


tiji s= L/ 4 it, w ss = ]/ 2 k„ — 1 / ili 

Y JlnalirLCnic, uuitndo vs uplicn unci fuerza unltifin a In mail m it coma sc mueicra en U figure, 3^29(cj. □blenemm: 

SfllJi ~ 1 ffj,g = () 


Cfagj a-m) " fctaag. " 

fop 2» _ a ill) + Aai2 - k(*.gg - flis) 


dondc 


J 2^(lI 4‘ C-2,,11 

, = t 


3fc2. sa - 

“13 — Vdij 

‘X'lZ “ l/dA;, 

“32 

= i/2Jt 

del sisEccna Tin, 

. eptouces, 



«u = 1 m 

ftij — l/-^c 

“IS 

= U4Jt 

a SJ = 1 m 

HJJ — 1/2i t 

*53 

- i/d fc 

ff 3l ~ l./i k 

II 

^■1 

5* 


~ 1/at 

c irUuoncia 

dc un 




^ilS — “S 3 - tft 3 — 0 

'■13 — ^“13 — 1 


shstdma din&mfco quc con si a dc trcs masas 
igmtfcs fE_ijy cL^s u urtu cucrd.it icn si o audit, eg mo 
sc cn In ligura 3-jtl 


rrt| 

O 


inj 

O 




m* 

O 


l-H 


Fip. 3-30 


Sc puc-:tc suptjrlcT que U Lcifitflii cn ! i CUcrd.i, T* per- 
madcce consE-mEt pan b^Io? etc oscilacida pcquenoi. 
ftp., k’!> k ilL'^csiL'i: uti i.i posieldn i debictci j uim fuerzu uaL- 
uria apiicnda en csta jMsisi^n. 

t:: l<L CtiSicidA ir.tlicu.dii £rt 2 a fLJura j- 3 !, ta JuiL'Za uitiUkria fes ba lacceidn pur las. Eutjrils de tension tjercidai pez 
In tiUCfdw, Psfn fogtildi dc ogciladrin pcqircnnt eMi) puede fsptc.&r>e Cflntsf: 

fcufDT + hufiL)T = 1 

qu-e noi da — 3143 ' 

“in y a;u »fl Ira dcflextows tic Lm m.tsdj ??E S y */r s ilchrfn* a 2 n fucra umtaria aplicada a m lt Eldis deflexiGneJ. 
esLiin dadas ilof: 

“21 — ^“ieJ — j C/2J 1 p a aL — ^(a l3 ) — L/4T 


if 






T 

r uri.-M r trill 

iWa.si 

Paru. detci'minfll ft-M Spliqut; Lira I'ue.-jLi unJliirb a .j ni^-.j we.j. como - n'UtltJi la figura 302 . La> fu«rZfe 
qu« iictuun sn la masa mg soa: la fucrcj unisaria jplicada y la$ fuerm's dt (ensign: eotonen. 

(ttnjjf’i.Lt'jT 4 - {a,^L)T — 1 

qtic nos dn 43 -jj; = L/T y «l-j ” = L IT- 

Par ijuieirfa, a;; = Oa = T y por el ceorcmi rcctprccsi dc MjsmII, = tt% u ff l3 ™ <^1 y -=33 = 

Put C 0 l) 3 i 9 i]ient«, ’os mefiricatei tk iniluencia del ■jijremfi 5 * 3 - 11 : 



ftjj — ^ 3i/47 r r 

“!2 

- LfZT, 

«13 


a n ~ L/2.T, 

“22 

= UT, 

■“23 


njj — £j/4r, 

a is 

~ U2T, 

“S3 





' 






: 
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Pro bar el teorema recfprocu Lie Maxwdl, 
= «J, . pan una vig a stmptemcnie apnva- 
Ja que liene dos cargos conraruradas aeluarv- 
do comfl- ae irtdEca en la figura 3-33. 


I IK, 


w. 


mm. 


Fig. S-M 



Los cLiuro eoeCticcKCS de tnfiuenci-t dd sJiWjiia son: 4;, -t?, «», ■■ «i2- Kira probar d teofema wdprocc d« 
via**d3 basin demon; n: quc Ek?g puetie haoersc apfeaacio bs corps an dns ciclo*. 

tn -I primer udo apijqu; prime re JtVv lueto Cuancb 5c SjHicJ- W i tn U ppsiaon l_ GalcamaHe. las cpc^i- 
aefttei dt in(lu«i»cb «n n u > a^, y 

b.P — ^ tVy 

Cuantie se ipjjLLi de csLar aplkida *Ki) l-i cJicrgLi ttdidonal dd uislema ea t 

V p^r tn hill In e«isr|b tola; cs +" i W i (J'Kf ^h). 

En ci icguorln odu. iplique primes W\ > iucao !‘'i. Lte forron similar, k cracrcrai tnial dc. iisienia «ta Aida jor: 

“ FA (7V' L u 2i |. 

fticslo que ill foal dc ambps deb*- da opllcaciin tie cargnii se lisw oL miimo esmcki, las dm e.sprcsiofics de etier|i3 
iSeb?n scr iE'ialei. Tgualando la 5 cIof cspresi<irtf£ de energi* obtenirmoi a L j = a±i- 

Se puedt demosUOr que it (eafema recfrao <ic Majfwelt p uede «Ucd*lie ± manias en c-ue uctacJl war’ll cnrjjes. 

21 , En la figiifa 3-34 supongamu* que la viga itene unsi oonsiante d& rjgidez £/ y no liene peso. 
L-dli^ur lost Lvietkientes tin influenem para deicrmirutr las enu adonis difereticialcs dn iTsovimicnio. 



f ar-t 

Fig. *-to 

lie lu teuffo Cc ;os coBiitf«ni« tlr bfincnein 4enctlofiti laialts «n Iji pasicloaei I. ■- y J mis. djdui par: 

#L — — ifi U] l — ttij ar :] j — Mjajj 

■P ! # I * * * 

Jfj — iri |_ — 1J5.J 773-j Sg (1 JJ — 

+ •* #■■ 4 * ^ 

~ TIJ^ £132. — ™?K a a33 

De rs i !■$ ten p-i de maierlolea teaerriui: 


J ttfl 

«n ™ 


1 1L 1 

Ugl - \W' 


&2£ 


16L a 

12Ei 


y por la simcirin del iiticrna. 


yL^ 

w » ” dvi “ 12 £1 


*ii 


«12 


lii? 

I2E7 


7t 3 

“13 ~ «ai - j^j 



Fig- 1-3S 

Finalmenrc, por gI icoreinu rcciproM dc Maiwdl, y = ftffif P® r conaiguaeiLct* bi ecuadonct tie mo- 

iffflieitto tomPG la. d^ui«riie forma: 

({+m 3 r L t ilJK^SCi + tier;! + 7 »i ^ JTa ] ( L- 5 / 1 £1? / ) + - J 0 

(iBnsffa - lSei a + llm 3 + lint] x-M' : yi2EI) + t 2 - D 
3 7W|i| ~ llntj jr, 4- + ® s - 0 
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UKRACION MATR1CUL 

22. (JiiJizar ta iicracidn m atria a l ptira dciemunur las Irecuencjas nawraJes 
del si stem a que se muestra en la figura 3-36. 

Dir La tad f La dc las cocficiaifes de itiHueritia encontramos que lass, ecuadoircs ce mo- 
vs mien la puc-Jen isjjfesirSie 

— X ] — *|| 4wt £ , 4- cr | jM r-j — cr ig m r 3 

— ij = £i ± | 4 jjis| i- t- ajgffs ar 3 

— + craiSwiTa + !r a 

Rernplazando e, pnr w^x., lus- ccUadoncs toman la Form*: 

~ 4ff 11 m* 1 ia^ — SnjjmTjie® + oigffltXgu 1 
sfg — | -f" SocjjItkc^j^ -j- a^i 

3fj “ 4fl,jifnt|U- + 'Siir^rrLtf^j 3 4 .? jn rnj3ju- 

Fr. niJiud6n mwlrkinl «siw ecygriunci io confer ton en: 


M 


1ff U 2(7,5 


*1 

** 

— tjrVjFg 

4(Jn^ 2 i3t^ |J23 


** 

^*5 


^“11 rt J2 


*3 

— 


LuJ Valorcs tic lot coel! Clones lie mflucnein, h.tJJaduj cji 1 1 p ruble nu. i-u, son: 



Fig. I-1G 


^11 — — <*13 — ffl Jl ^ flrgj — *gn — a g] — 4/3fe> — 7/E& 

Rem pliuuridu esloi vsik-ctis en In etuid,6it ititsiriasl, obtaiutrios 


r I 

'SJt 

4 2 1 


*i 

£<> 

4 8 4 


** 

Xi 


4 8 7 


*3 


Para camcnzar el proceso ricralivo Kicule la con fl oura don de! primer nsudu. Se^n Xi = , x: = 1 v x : — 


Primcra ftcraoinn: 


1 


4 2 1 


1 

t.' r rrt 

is 


” - 

2 

4 

“ It 

4 8 4 

18 7 


#- te 
1 

“ w 

36 

48 

“ ~w SS 

i * 


,S«;^u n<Jej. iteraetOn: 


_ _ 

1 


4 2 1 


r n 

i 


14.0 

(.j-'Wt 

1.0 

3 

4 


4 8 4 

4 8 7 


i 

« »n 

i 


44.0 

5fi.O 

- ik £14) 

3-2 

4j0 


Tircsfa iteration: 


r r 

■y*m 

& 2 1 


1 

ui 1 ??; 


u?jn 

1,00 

i 

% * 
i 

“IF 

4 3 4 

4 8 7 


3.2 

4 

-2 < — > 

W: 

4 5 0 

57.S 

= -WWl 

3,18 

4,00 


Como la rtfzin OLUiflid-j aqd is-Lj muy oroxima a I valor miciaE, enlc-Eces, 


1,0 

3,£ 

1.6 


3i t 


1,00 
3.1 3 
4-00 


a I u [l4 s dfliLj, ^/JJc y i^i ■ 0..46 v'i/m md/sog 


Psra nblenei e! seiimdj medo principal sa utiliza :l principle de la anof 1 ' Tali dad: 


-f mjCjCn. = 0 

Pan el primero y iegundo modes. so codvicne cd. 

4tnU}/ = 4- 2nS {XDB-2 + m*)Ci = a 

o 4j = w Cji Pj “ flj, C-j — Cj 
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a 2 


Sa 

- 




- 1.6 - 1,0 
i o 

a i 


C' 


Ciiando «t <3 se Gombitiil CM la equation ffialflcial del primer modo. CMvergeri ul iegliode modo. 


— — 


r o 


Hi 


4 2 1 



LI 

*\s 

4 8 4 




4 8 7 


L - 





-I ,<i — 1,0 
1 0 

0 1 


It - 2 m 

Zk 


u - 4 A -3 

0 1.6 o 

Q i.fl 3 




1 

0 

L— 1 J 


L i f Mi l! ■ • J I:- iini«rlsl jifghlcni!- -I ■-r.'i.n-' m r. ■ 

itcfativO, Lcnemehi: 

0 - 4.4 -s ” 1 


J J 

lJliltFando cila ntiilrL' para Cgncnzar ei proerso 




1 

u^ffl 

0 

~~ 3 k 

-1 



1,6 0 
1,8 3 



— — 


— - 


l 


3 


0 

_ w =m 

0 



~ Zk 


-1 




qufi Sc jcpilt, lia goRiWMencJil 


1 

StHcj- 

• 

0 

^ “IT 

-1 


L-l 


1 = 


V2 ■= Tfkfrn rad/seg 


Piira p'aLener c3 icrpir n:OQS cfzriba principle* de La onogcnalidiid. cqisiq: 

t - 1 = 0 

fltjAjAy, ' 4 - TnqGiCj — 0 

Hadieado A, - 1,0. 8 , ~ 3 . 1 . C m 4.0, .4; - S, Bs - 0 jr Ci “ — I <n <■* wuacwnEs de ortoaoaalidid, ob- 

4ttt(l)il a + 2m(0)i? a + = 0 

4 m{l)A 3 + SEm( 3 < 20 )B 3 + *t< 4 jC a = 0 

dcdcuute .4 j =tU5C; y Fi=-ft7»C> EsKjm*5 : 

A.1 


A 5 

#3 

C* 


0 0 a .25 

ft 0 -0/78 

0 0 1 .00 


3 


1 j ^9 


y AH) j, r ctHfibina con l.i ccuariOn matncml del Kgtitldo mods, pcortutiri ler«r mpda 

0 0 O.Efi si . 0 Q 0 ^ a 

0 0 -.78 a: a « ~ 0 O -IM 

0 0 1.00 Jf a 


*i 


*» 


3/c 


0 “ 4.4 -a | 


1,6 o 


4 j-m 

~W 


1,76 


3 a 


fc_ — 

_ _ 


— — 


“ -| 


*t 


0 0 0,25 



0 

*3 

II 

w! e , 

-> 

Cl 

0 0 — ,72 


sa 


sa 

1 

ft 0 1.00 


Jaj 


AjiimiendrO vatortf atoll, raritt para cl (creer mode, ir puedt demoitrar que « volieri a cncwitrar el nuisnra ierccr mode 
' 0,251 

— 72 . Pol* eonsteujeiiMi no se ciwetliti una nunj itcfielfra 

i!ooj 


1 - t w s*rt/Sfc)-( 1 . 76 j 


lj j — l,32\^kfm rad/iflB 


23. Utilizer Eh iteration mamcial para determiner tas free Jen cias natu rales del pendutu triple que 
te niucsUa ed la tlgura 307. 

De la Ecorfa cfc lui odefldrnlci d< influencim las cciwciwne* d* roGHnsjeiitfl eslifl da da* pur, 
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■■ + + , -RC 

"~iF| — Cltj'Hli DTj T 

■" , , ** 

— &2 ” ii*2i ^'1 T -^2 

— Sjl — i^i + ^2 r ~ 

^ pctf — <j*x ir In* seuaeionej. toman b Tormi 
jr L = ffiir/r-iXjiij 2 4- a^vinX ^ 3 - a^Wsi^jU 5 

ij — t ct21' JK £ T 3' j2 "j” nnjTFl-gar-ja 11 

" a 2L’ m, l i ’L 11, ~ 4" 4 

Pari obi-ner liii. uliirei niuT^riLos dc loi cociidcines tie inrkenda, Iuj-i 

f.\ - Li - L \ ^ L y *i I = HI: = J7H = fit Art el probl-rma. 17! 

crj] -'■ -arj = a ] S — 

— /j/3fj*ig, j*2. ^ V i'j'-' r — 

^ ai = L/El-m^j, a jia = Sjt/Qfflff, «j 3 llk/Strig 


CAP, j 



Fia, aa: 


En Ttotadin i i : 1 1 1 1 .1 j I Uii ceu aeioiici sc eoimcrtcn cn: 


I - * 

ea - 

0J7 j 


2 

i 2 5 
2 5 


2 

5 

ii 




Cs 1 ^ ier.es el pjOcttO il5 raitvo Eiaeiciici? uns suf-iMcic-e. arbLtrjr.i del pfiiltcr mo do cs: iiste;r:.i. 
Prime ra herscror.: 


0.2 
0,6 
1.0 

Sesitiidn iterseiGur 


/-m* 

*<? 


G 11 


L 


0.25 

0,58 

1,00 


L£ 

tig 


2 2 
2 5 

a b 


& 

u 


0-2 

o.o 

1-0 


0,25 

0.-5S 

1.00 


Li jf 
tig 


Ll- 

S ? 


2,0 

a ,4 

14,4 


3.00 

S-42 

14:4 


-^(14,4) 0,63 
bg 


0,25 ! 

r 0.63 

L lj5a _ 


J 


Go 


(14.41 


0.25 

0.58 

1,00 


Cwno U CO Dm n a is reSite. se .jUffe^de el process ileralivO. EeIlOlICW! 

q = 0 r ti5y'.(7 /L rad/'sej 


1 = W (,J ' tl 


Pbfj. obreuer el scctuncij moda debs sepriaiirsc *! prime’ modi* durante d priKeso <fc itcracidm £$io se hacs un i- 
?mdo ci pripLtpjL' i!e In or togon alidad: 

^f[j4 X A » 4 TT 5 ^/? l B a 4 ■, , Tt. l! (J li C ; = 0 


kcmpl^-indo c| primer mode en la ccn^oOn interior. oti( enemas 
SB}*! 4- wL i = 0 n x 
y en forma mairscial e~n se cOn-. u icrtc en 


— Z,3Ze: At], Xi = Xi. x- = xi 


r l 

f.i 

*3 


-2.33 -4.0 

1 0 

0 l 


-I 

s 2 

x i 


Cn^ndy eato qe eombina enn |;l ceuncion malnriul fund,nmi!nial, produeiril Ufla «4bp#) mdrietal «t la cud I flu eiti 
presenie si primer -noRp: 


i 


*3 


LJ* 

tig 


2 2 2 
2 5 5 

2 5 11 


0 -3.3 —4 

0 1,0 0 

0 0 l 


_ 


—b"' 

tig 


O -2,6 -6 
O 0,4 -3 
0 0,4 3 


3* 


Con ba;w: *15 eslii teua&Afl unairkial, emplec la iteraelin mairietal naru derettniaar cl seswnio moda. 


[I. ■ 
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A 


:i| ’ l> «[i 


'1 

.if 


1 
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Prirnira iitracign; 


-1 

“1 

u? 

1 

H 


0 — 2,6 -6 
o m -a 

0 0,4 3 


^ggiiiida iter&riori: 

r-sf 

- 1,3 

1,0 

Trrccra iteration? 


L 


- 1,0 

- 1,4 

J .0 


L<J 
ft g 


LJL 

ftg 


* 2,6 — 6 
0.4 -3 

04 3 


ft — 2.6 -6 
0 0,4 -3 

0 0 A 3 


-1 

-1 

1 


1 ,3 

- 1.3 

1.0 


- 1,0 

- 1,4 

t,o 


L£ 


LJ- 


“ 3,4 

- 3.4 

2,6 


” 2.6 
- 3. 6 
2,5 


- 


- 3,3 

-1,3 

L « 


L *! 3 
S 9 


-1 

“ 3,5 

2,5 j 




^M 2 ,S) 

oy 


— 1,05 
- 1.40 
1.00 


— 1,0 

— 1.4 

u _ 


Cgrr.u el modgi supuesto >e rcpitc rti la ultima iieraciOn, sc suspends c( process? iserairvo. Pnr ninjiguienw, cl mods) 3c 
vibradfin > Ja 1'rccuenda n-iLujal CiUll dados pur: 

r~ i ,o . 

y i = 12,5j o «i s = l-SaVy/fj rad/scgt 


- 1,4 

1,0 


Para obtexirr =1 terrtf ijdoHo principal j La ie^era I'recuenda natu:a! 4sl sisicuid. el prlirero y sejsunda modo* no 
aparesen err el proetsn iiemtjia. LJc nuevo, es[g k htu;* uLiliiarido cl principle de lit uftogonitlidad, qiic sc wprwt eotrul: 

"T + WsCl-Cj = 0 , mj.- 4 ;!_ 4 3 + + fltgC^Ca — 6 

Pira lea " L-j lIu _ primifo \ ICTCCrn. c-tu sc com iene cn 

m(0,25’|Li , i T mC(f.6>T. -;- mfl.Ojti -0 
v p-ira cl Ft cr undo y Eireef rn-odtis- ttricmos: 

w (— l, 0 lt + )«[— 1 . 4 )*: + m(K 0 )*j =0 0 *1 “ *- r = — S»:*r -* r *■ Xi 


r 


> CM frtrniil mfilfmal. 


0 0 8 

0 0-6 
0 0 I 


n 

*1 


L* 1 . 


Ctsndn esio sc co csib-i ii a cun li ecuacioit miiJricial del segundo ry.odo, obtoicmos La ctJik" jn matricral cri terser Enado; 


*L 


x 2 

w 


_„1 


2.6 -ft 
0.4 -3 
0.4 3 


0 0 fi 
ft 0 -5 

0 0 1 


E l 

3 T-t 

’3. 


Is 

6(7 


L 3 J 


0 0 7 

0 0-5 
0 0 1 


Supemga cuELlquicr valor conveiiLccne pj.ru d Leiucr mudo y comienee d proMMu Ltarativo. Sc en»n(rHri que t| raudu 


<te In I'orma 


f 1" 

r 1 

■5 :^e repite R 

ped sigiirfica que 1 —5 [ 

_ 1 _ 

_ 1_ 


c, realmenle el icrcer mode del dst rn Asi qsc, 


1 = i u 3 = 2 , 46 1/ fif/L Xitd/seg 

E*or xmviFjuk^Le las Frewenci^s natwrito del pdndulo iripie estisi dad.ii fwr; 

ex, - 0 , 56 u ; - l, 62 -/p/^. - 2 . 45 ^/t raO/se| 

24. Deurnunar lu freej^nesa natural mas alia del iisicmti inosa-rcsorlc de tres grades d« Hheriud 
que se mucsira en la Hgyra 3-.HS. Uiilizar el melodo dc la matriz inversa. 

CumO se express anteriormCnlC. la? ccuacicnes tie ddlnL6:L de la? masas ?an: 



1 1 \ 
+ 1 i 
4 i 1 


.1 ; 
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V A RIOS GRADOS DE LIHtRTAD 


[ Cap, 3 


L'liliKnn-do h [CUfia tfc !j Jimriz invert, t«o se fucdc cxpjdur -virno 


_ 2 fc 

aj*r( 




1 i i 


*i 

*a 


4 t ft 

= 

*s 

*3 


ft 4 J _ 


7 

1 



^ 4 i 


r 

1 4 ft 

dunde [£*| " 1 — 

a i i 

ft 4 J 

K la Lrtvffsa tie la inattiz [^] — 

4 i ft 

ft ft 1 


Lie 111 Icons mu U kill]. In jiSjuau [ /If pucde Mu;>c en |j sijjuienli: forma; 


AdjLinta [ 5 ] — 


'-Iji + i 

■: — i i - - 1 
(— D 3+1 


1 * , .„j* * 


ft i 

h 4 
ft 1 

ft 1 
ft ft i 


i-v l 

'“3 ja + ji 


N 1 

$ i 

i ft 
ft 4 



ft l 

1 4 


1 

1 l 

ft 4 


i- 1 '.h-h 



t ft 


ft i 



CO 



V 


Ea c&nsefiucr^in'i, 


[D]-i 


IZ> 


i ft 4 
ft 1 ft 
: ft ft i 


i 

3 


Ad junta [i> 


1 

2 


3 “1 
-l 3 
-I -1 


3 


La rtiatril imtrsa (£>j 1 tambien jsiecc enccxrarsc po- mec.o d = las ope/ad Ones demerualcs siauiesilcs: 


Gperarion 


[D] 


[Of- 

Muliipllcai | D\ par ure 

1 

1/2 

1/2 

l 

0 

0 

factor 2 

1/2 

1 

1/2 

0 

1 

0 


1/2 

1/2 

1 

0 

a 

1 

Fill i.lj midps (llii (2j 

2 

1 

1 

2 

0 

0 


I 

2 

1 

0 

2 

0 


1 

1 

2 

0 

ft 

2 

Filu 0} murtos Hla (35) 

] 

-1 

0 

2 

—2 

0 


I 

2 

1 

0 

2 

0 


1 

1 

2 

a 

0 

2 

Pi In mecios til a (■) 

] 

-1 

0 

2 

-2 

0 


3 

2 

1 

0 

2 

0 


0 

-1 

1 

0 

-2 

2 

Fill i.2) mentis 61a (J) 

1 

-1 

a 

2 

—2 

L> 


1 

3 

Q 

0 

4 

”2 


0 

-1 

1 

0 


£ 

Muldplteai b fila t’) por un 

1 

-1 

0 

2 


0 

ficSor E /J 

0 

4 

0 

-2 

6 

-2 


0 

-1 

1 

a 

—2 

2 

Sumac la FILn (5) a la fito (1) 

I 

“1 

0 

2 

-2 

0 


0 

1 

0 

-1/2 

3/2 

—1/2 


0 

-1 

1 

0 

-2 

2 

Sumar lit fill (2) a Is fila ( 3) 

1 

0 

0 

3/2 

“1/2 

-1/2 


0 

1 

0 

-1/2 

3/2 

-1/2 


0 

-1 

1 

0 

-2 

2 


1 

Q 

0 

3/2 

-1/2 

—1/2 


0 

1 

0 

-1/2 

3/2 

-1/2 

- 

0 

0 

1 

-1/2 

—1/2 

3/2 
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VARIOS Ci ft A DOS DF. LIBERT AD 


qui litcibidn 1501% da [/?! 1 ,> 

Re m plaza-ulu [ £>1 “ 1 m I a ecu nd6n < F), Lenfintos 



*3 


SupOftgamciH 4EK e* model ci —2 


2k (l\ 

*A*W 


r.: 


-1 -1 
S -l 

■1 a 


x, 

£■2 

*3 


L 


i 

2 

I 


L ». 

r 


l_-i -i 

y iL=fnpl 3 cirnoi 3 o ea Ja scuaciin L 0 pa« obitntr 


k 


—1 -l 
-i a -t 
-i a 


i 

—2 

1 


J*. 

^, 3 m 


l 

-2 

1 


Ll Elio-lo ilipLifiStO 


U 


97 




te tcphf r.!,i ns. qjflrn que «l vjtof siipUttEO « fil tcrCcf -^odo. Vn Wflwciicncia. 
1 =i 4^/u-rti y «a = rad/Mf 




r 


25, Utiiizar d metodo de la mmttz in versa para detemuruir la frecueneia natural mfc alia del siste- 
ma mass- redone que sc mu sir a cn la figure 3-39. 



Dc la leoria dc las edelkwnto dc iefluenda, Ish cty scions da mdvUniento pued^ espresafw came-. 

— z L -= +■ «> I'flEwi SFn + 

— *2 — EEji'Wl “L ttgj. 2 1 ?! "E gy^tfl Sfj 

— — a^tn. x ± -4- Zj "E AjjJJwi Sj 

donde flu m tti* = - 1/**: *21 = ** h cr 3a m fi/^1 <*ai = t/Sfi* **3B = ^ “ li/6/c. 

R,cmpEflJ , :niiulih z ( p&r — aAsp tcntftiQfl : 

r T = d^Tre-aqui 2 - 2a l£ W«iU a E 3n 13 mz 4 u 5 
JE^J .= (■ Si* 12 ffi j-jar - 3rr3jW<Zn“" 

X-x — A J | JK? [W“ +■ Sa ] 1 W'ja |J +■ 

t>„ cn naUiciSn Hiatudal, 

2 4 6 

2 10 IS 
2 10 33 


■=1 

*3 


Sfc 


#i 

37 h 


UtiLiiando Ea leoTia de Is. maldl Inversa. ]s. KUSciqn i2) puece KcrLbEKt' comu: 


HU 

uJ-Tf t 


1" “ 


r- — 

-t 

— « 



2 4 6 



Sfj 


2 10 16 

S 

«a 

zg 


1 

W 

Q 

H 

f 


J-j 


dondt [^] 1 — 


2 

4 

fl 

-\ 

2 

4 

fi 

2 

10 

15 

es ta inversa. de i^l — 

2 

10 

IS 

2 

10 

33 


2 

10 

33 




( 2 ) 


{ 3 ) 
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V A RIOS ORA DOS bk LStUiRTAD 


[CAP. 5 


Rcrnpla7and~ fD| -c 


1 

i 


6 

-1 

0 


-2 

-1 



en (S). 3 enema*: 


Suptmp q(je el Icrscr mode cs 
Primers IrcLidiln 


31j 

^3 


B -3 0 



"1 £ 



» ~i l 


*3 


10 


4 

lj 


y ertmieccs d pr ecosO- iterativci can 0 ecuurifrn (#), 


10 


5 


h 


10 

f BS 


34 

-4 

k 

m-J 

-1 

1 



^4 

- b - 18 ' 3 

= h™ 

“9,7 

1 


0 

— i 



1 

L ‘- f J 


1.0 


StSundJ iLercdo::' 


30 

-10 


n- 




3b 


170 


All 


—10 

k 

-45,s 

= — - {S,T} 

-12,3 


1 


3,7 

m*z>* 

1 


TwceFi ireradiu: 


r«i 


fi -£ 0 


45 

Jt 

£4? 

/c 

01 

-!1 

1 

5t j 

nti*- 

-i g -i 

L ^ 1 


“13 

1 

_ 

Mluj- 

-fiS 

= 

— 15 

1 


Cuartit itcf biadn: 


— — 


“ 




“ ■*■ 



60 

. 

o-3 0 


SO 

1 . 

330 

l*. 

00.7 

-IS 

= 

PH* 2 

-i i -j 


-15 

A; 

-S3 

T — I5.AS 

ffkj- 

-15,3 


. 

0 ~i i 


1 


5.4 


1 


Ll ku | u mci li i-jputiLu .sr fc pi It dpi*\iriJ«Liii.«Ue. fcilo Jigniflpn que cl v M |i • mj^okcl -% coredu Eli' eoJi»«:uc:..ia. 

I ^ ,-{5.4) * ~ ritd/iei 


H 


MI7TODO STODOLA 

26. Util tec cl mcLDdo SiodoJfl para cm.'Pnirar et mode fundamental de vlbra.' 
sidri y hi frccuencia nauiral de3 sE&iema rtva&a-resorie qu? ss muestra en 
];i figtna ,1-40. k . = ki = k i = l Ib/pul, j ?2 = mi. : = /») = ; 

■ /pul, 

SifiwEijga fiuee^sLiiemi m(A vibrando £ft iifto de jm modos prinnp.ile< r con freciicneiu 
n.i!«ral « y qie su mu’,LniienLO * periodic®. EniOtlCCi «l 3.«cma ob-rgi segun fa ftierzi at 
inertia — Ahon, 

” A\ sen at y — W£ t -aq — ifl a r;j-^A f 

It mdiPik S'GrfoO puede citablcccfse cit In sigippcntir forma tabular: lupOrtlen-dG un 
cdiijuniD aibiiTLiF Lo dc valorcs pa r? cl ntedo principal fcartarcLlssh fa ftien?. de inercia c^ur 
hc^Gp sbfere Cidfi msua <s isu.il a! produced dc In eteftexE^ci jtiputiia pdr cl cundrndo dc In 
fjecsienct3 niiiaral. tcriiO sc imgesira en la fils 2 La fuerza cystica cn la fila 3 ig^al □ la 
fueva ioliI lie ineniui cue acua sob'e cidii Jesoue La III a -i su isbiiene dividends L.i iL.i S, 
l6rm i rl 0 a ten’-: no, pnr ?us. respectivac zortManles ellsiictlii. Liisi deftc.'iiorics tflculadim sn h. 
rlta 5 sc encuenlra .1 stimando las deflexions* d: I os retries la mau geicapa d extrema 
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fiK), Ljve ticac Ja meant dtFieiidn. Lns d«Jlesinn» L-Jieu'lada^ iC sompannn, cmonceS, con •J'i deflcxioncfi supiie¥la.S, FiEt 
-hjCmo s.e consifliLS nssiiL que tai derlcx.'-nes caldjladas se<in propofCiC-oaies ,t U\ deftesioses supucssas. Cus?ce- esio s: 
cu^plfl, |pi$ clefe&twi mpuesus repfeHemarSft la «)ciri?tifftCi6n del mtsdev prindpil fundamental do dbtacton del iiittiRU, 




m x 

*> 

IFlj 


m a 

L DflflfiMdn p,up^gi« 


I 


1 


X 

2 . Fugttb de inrf da 


* 2 




a* 

X. Fuerzadastica 

Bar 


2u- 


W 2 


4. EJsflCHMTt deS rCHFtB 



2nr 


A 


5. DeJteuln eukubdii 


Sw a 


W 2 


titj 4 



1 


1,67 


2 

1 . TJrfleddci ill pu csta 


1 


1.67 


2 

2. Fuerza <k insrcia 


* 

LI” 




2«* 

J. Fuerzj i 1 asii ta 

A&Iu* 


S.S'ru* 


SbT 


4, Def|t jnEul del fcMrru) 

't .ST w' ! 


3.67y= 


2ur 


5, Defied n caleuladu 


1.67a* 


a.r^i.L- 


K0.34u- 



, 

1, 79 


2,21 

L Deficxiitl ?-uTiuesi[j 


1 

. 

IJB 


2,21 

2. Fucria.de i nerd a 




i ( m s 


2,21*>" 

J. Fnerzi claMica 

&.-* 


4 «» 


a,aw* 


4 . 1 Jcfle sion dd f C wrt C 

5ii s 


4u* 




5 . Defle^ii istlcu Laid 


S« a 


9u £ 


n.aiu" 



T 


1-8 

2,24 


“ 1,001 

La deflexiCni ^uoucsta tn tsie pun to. 3.79 ci msy prox-ima a Is dci.exion cjtlcuLada For tanifl, cl mud-.- principal 

LOU 

rimdarncrnd dt viLuad-on cst&dadu mj. 

— ~1 + 

1,00 

1,80 

2,24 

L J 

y la fi-sEUEtida natural fwdaraentaJ so cjicneaua de: 

I.LKi -|- l, SO - 2,24 = (5 -I ? + i |,2IJ ^ o sua que u 0,44 rad. seg 


27, Utilizar d rninodo Stodiija para dctcfminAf la frMiutBcia fund a menial mis baja del .staLenia 
masa-rcsorte de cuatro grados da Liber md que &e muestra en la figura 3-41, 



Fie. 34i 
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1 * ,;l 
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Sir i m . 


i! 


$ i >!»■ 

? - . 

j.i 

' Hf; 
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VAilFOS OK A DOS Uli LIBf-RlAD 
Ve»w cn (I problems If la explics-dGri •• el i>ro«d:micnio. 


I CAP, 3 



?7 

IE 

M) = ??i 

k, - %k 

vi z ~ iJjJL 

t :E b 2k 

w; n = 3 m 

k f = k 

- 4m 

Dcflcxi&n mpuestn 


4,00 


3.00 


2,00 


1,06 _ 

F'uerza da ineiria 


4lu = 


fcj* 


Su ! 


4^2- 

FuerZii eJiiLkd 

20u s 


IS ^ 


1M 




LN;fi.cj(jGr del resorsc 

5« a 


5.3u2 


£ W S 




E>efTexcdn calculatfe 


&r a 2 


lOJu 2 


lB.3^ a 


19,3^ 

DsflssiGr: iupdiesra 


1. 00 


£.00 


3,00 


4,00 

Fu«za dk r Lnereia 


u= 


4y= 




lSu 2 

FueirjQ efialiea 

Xfkt 2 


2,^-2 


25^ 


16m ! 


DeHexiiw dd resent 

7,Sui 2 


9,7ej 2 


1-2,E^ 


l^LI 2 


£>cHcxi(in calculada 


7,5^ 


17^a 


20,7ui 2 


45,7^ 

Deflexion lUpauaLe 


1,00 


£.00 


4,00 


0,00 

Fuffza dc inerriu 




4u3 


12« 3 


S4W 1 

1 FueETU ei dsiica 

4W- 


40* 2 


asj= 


24^ 


1 Deflexion del je^grie 

10-25ui= 


lOJti 3 


IBlj 5 


24u 2 


DellexinTi c-U Itn 1 Xtiil 


10, £5^ 


2H.5 nu>‘ 


■(l.SSuj 2 


G&bW 

De lie xj 6n s u puejt a 


1.00 


2.2 


4,00 


QA 

Puenn dc inertia 




4,4^ 


12^ 


25.6^1 

Fiicrza discIcR 

43*3 


42u* 


37.6U 5 


£5S(j 2 


Deflexion del meric 

10,7& w 2 


14 W * 


iS.Sw 1 


SS.Gu* 


Deflexion cxlculada 


10, 75^ 


£4,7502 


43.5S^i a 


60,15^ 



1.00 | 


2.30 


4,05 

i 

6.42 




Pgr coTisi^irc^c. cl primer mudo principal esra cado per 


LOO 
2 JO 
J,0S 
M2 


y ia frecuencii natural mas 5nia ^ abriene d;;- 


(i + 2,3 + 4,05 4- 6.42) = (I0J5 * 24J5 + 43,Ji 4- 09,I5> U * o ]3,T7 ~ 148,2 aJ 

Poi' CuflSLgUttiiitfi. 4.'* = 0.090 y il> i = O^OSv^t/mi r^c? /seg 


2£. Probar quo c\ melodo StoctaJa converse at tnodo fundamental de vibraeion. 

LI uiirodo SiodoJa a tnitia ton defcxiiKies • jpucstas del mudo fujtdantcnLal de un s^;cm.i Loi ccnrntspoiidEeuus 
(wras dc itvoraa debidas a enu Lfcfltxkmea. sc calqulan, Cwnparando con Fa» fuermi dc in Urdu y la* dedirngs (M 
iisteani, Lai KlCrzas lie inertia reden eneontradas product iti un nuevo canjunio de derSexioacs, lii cu&hte sc its aid n pira 
comenznr la sijuienie ilerwiAfi. ELI prpetifl is rtpjie. Con «l tiempo en1e prcceso wnvetgpri fracia el menJu fundamenub 



= 

A j sen 1 «e^ 1 J'jl 

-P A 2 seo {^ £ i + ^ 2 ) 

- - ■ ■ 

= 

E.tn <«|C + ‘k L ) 

J ' SefiCujji — ^Ij) 

+ 

- 

Cj + 

■+■ C-i £t¥ [.i.1; f + 

+ ■■■ 

Sean las dellexionej 

SUpueslai ana SLpcrpu.HLCJun sxhilr^ria de to-dos loi 

i n • 

I, ^ 

a L Aj -p a 2 A* -p ■ , 

‘ -F 


a a = 

a^r + Qg/?; 4- r ’ ■ 

’ + 



tt^Cf 4- a 2 Cj H - ■ ■ 

■ + Cl n C\ 
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E.aii DofrespondienLcs furrras. cc j n ctzi : a uin 

m 1 (a 1 A 1 4 a*A£ 4 
-r a ± B 2 — 
4 a 3 C a 4 


4 o^h 1 - 
4 0^1/ x )i3* 
4 a fi C g )u = 


m 


dunde m i, ms. . . , sotl ls.» m=saii dd sisS-ema y v es la Erccucncia flaiural 

Ah Mil, si cl siitemis asci vibrantly tan L-rdo; Jos motius princi pules presences Us fuerraa de Lticrcia y i-is carrcspcn- 
dientes dcFlcsiancs wn 


niJ. 3 «j 


4 4 

4 5*^ "J" 
4 C.a i| + 




■ A 1 An- — 
[B l + i? 3 4 
lC t 4 £ a 4 


+ A,) 

4 CJ 




For tanto las firerzas de snirrc-i ea (3) pro duel ran un nuevo oanjunin d: Hef:exion«; 

^(a^Aj/t-'Y + + T “ + a^Ad/ui^] 

4 4 * * * — fluBft/yJJ 

M^ciiCi/uj 4 £t ; Ci/u£ 4 


(J* 


AhuS i , 


ar a 

*3 


4 a ai 4a/«| 4 - - h — a n A #1 /o;^} 
caridyBJJt 4 ct-^a/«| 4 -►- 4 a n BJ*l ) 
+ ' 1 ' + ^nL'n/^l 




Ertipknndo La'- defletinne* indicuda* ! x n ccmo deflcuioTio lUpytslas > SIc'Andp a cabo citaciBJncnif I us- .’nisTPj.'i «^bas 
de la dltima iteracion, tenemDs: 

x c = « 4 (®j A i/tr* 4 it 2 A 3 /cjJ 4 - ■ " 4 

Xj = 4 4- ■ ■ ■ 4 a^J^) (?} 

t 3 - *A{a,C]/u* 4 4 4 


Dcapues de r Lit nci ones ;, to crflexi-nesi KipueTUs Turner lu sisuicule forma general 
X| = u£ r \u, l A.Jrt l * - j 4 ’ ■ - — 

u - T {a y RJ\£r 4 4 * 1 - 4 a T ^^/«2r| 

Xi - ur^QjC]/^ 4 a t C^/u^ r 4 ■ ■ - 4 rt a Cj , «^ll 


{&) 


*1 

3Tn 

*8 


(ajui 3r /«i^ r )(A | 4 (K^A 3 y= T /(J l u , | r - 4 
Ld] itf“ r /yY r )f^i 4 

((tiU'Vw^'KCi 4 o 2 C 3 uj^ T /ffl l u' r — 


4 o. Jl C Il uf r /ti 1 ^ l 'J 
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Crirnn u t < < y.| < - ■ - < w„ y e| numeio die ileraddfleE es suRcLcntcmente grin tie, o wa qyc d vaior de r 

es ua DU intro jurlcsea Lexeme gri^tie. Jai raioacs ce las frecusnaas n^u/aisi ILcjari .- ser muy peqy<nj>. En la (nas.rria 
lie Iwi caws Sc rtttttilQFl meriow de d la ileracioites part ohlcher ;l matte rundflmcfirtJ del sistetna. De mode que part Utl 
nurr.ero de iL^jadOdei SuHtJtn:emciLl:c ijTjnde, Eiii drtleaoncs ^.IgLlida, -zt. ±.e tOrtvicFltn tn 


r 1 — 0- 1 At» 5r /«y" 



"A t 

ar a ~ & l ^ l y ? -Vwy r . 

r 2 

= tl 

Si 

jr^ “ ffli Ctt^Vu^ 

^3 


C i 




_ ■ _ 


que 5C apnjxima muchn a! modo funda menial pirn de vibra dirt dr! sisiemg. 

^or mnto t| mtHodo SLndula contcrge ragij d ir.Lido fiiildamcnlgl de t-iorngion er. un iistcma tie n gr H dos de Ubeiiad, 
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[CAP. - 


w 



U‘- i 


' 



fcj = 1 



metodo holzer 

29i Utilise d melDdo Holzer para deierminar 
Ea,s frecuendas nature lea del sistema nt^sa- 
resarr? que sc muestra en lu figure 3-4^ 

Aquj mi = ms - = ] Ib-segVpul' 

«W lw ™l 0 r« dc ** U j 

P gr * d* la fori* id,t. En jcjrtlft tfpSt [« Sfl. U “‘2T* '' D|umna 51 *' P «^0 * u 

“• l** <W« «**!»#* it „ f K J„ “a * «'*■ 10 *#># * ««t fi^T* ' 

j 

Tabta 

Pn^ddn 


■ rtf 

te 

# 

lr 

Frcciitfnoa rupees La: 

» = 0tO 
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Por cofssijj-jicnie Ltis irecuotcias n&uurates ion = 0, * a = 1.0, ^ — 1,7 rad / am. 


30 . Utihzsj' cl metodo Holzer para determiner Sai frecuencias nawraiss del si?teiT;£ d-e 
cimtro masas qoesc inucsira cn la figuru 3 - 44 . si k. = 1 lb/ pul y m = 1 Jb-seg -/pul. 

v^usc- d pf tiCtdiinicQIiJ da-dc an -dl prabkmu 2') 
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flU- 
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U1 
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k 
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3 
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tin 

i — 

*-n,3e 

39,76 

”11,86 

-40.78 

i£ r 9fj 

-116,4 

257.7 
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1 

16 
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1 

16 
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1 
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2 

3 

4 
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1 
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3 

4 
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a 

2 

1 

JJ 

is 

12 
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67 
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Tj.tuc h cur ’..i dc las Jiz-LLcndas ju-puesla^ eonrra 
la:; amplitude* del estremo rijo H cjmo -><z n-.tcslra i?n j 
liiitiri l 1 -45 Ldi iVeeucneia* ms Luxates -JeE ftSEfima esi ia 
(kdas par |gs In tcrocciones cfc [u ourva eun cl ejede fir- 
cicncla. I. as iMcLcndas nat urates son: 

= 0,^1! rad/seg 
** i = I?. SI r.td/«a 
«3 — 1,45 rad/seg 
-i — 2,83 rud 

iVcra- La eu.hr:i tin rstiJ Itechii a e^jIu. 
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51STEMA BIFUftCADO 

31, Lji 3a figura J-46 sc mucstra uti Tiisterrcid bifuncado d? cua^ro nasas y cuatro rcsortcg. Si la? mas as 
sc cstdn rmivi cnd-Li unktirnerue en La direction vertical, dedueir la acuacidri da fraeLLancia del sis- 
tensa. 

Las ccut-ciOTUri de fncmmienio csiin daefas per ^ F = ?n*j: 
vi^ a:, - — Mi - ta(*i “*a) 

Hi? or 2 — — Aa'fSj— — fcjfiBj — ^c 3 l — — l 4 } 

Ptj r 3 - - * 2 ) 

m-A Sf| - - %$) 

Cnrnbiundo cl -orHci, (BnefflOS 

m] r, -f (& a — icj)^ — k^xt — Q 

iV 4- [A a t^jt ~ fcaTj — hi* 4 — = 0 

Ti T T- n 2*^ "I" .". jj \L rj 5 /[" ^ _L' — 0 

W[ 4 4- - kts-i — 0 

Ssipodgarnra'. qae cl rmmmitnto « usriddiw y *r compose dr mpvj- 
mieutos artninicos sc dhcreniss ampUiu'lss ■ trec^nciai. Sc in 

= A rOd 'I- Tf/)t Tj, — — w J A cm (tj-E T Cl 

Zg = B QOS + tf), T± - — 4j-£ 3 CCJI {uiE + 

r$ = C ctis(*ff 4^), x a - eoa (wt t- 

r 4 = J Dcoa<«S + ^) h - j = —vrD -cos (ju£ 4- c) 

AL itmpLazai rsiss rclaoones y simplifiear d 'fermiem ens i,jt 4- fl- 
]«3 ecusiciflClGS difer«nqa!» dc mtiwimiento w eurtvierlttn Bn un pnnjunto dc Kijc. HS 

ecaarionfo. algs^raJcas: 

(ki + k* - = 0 

—it;. A — (fc £ — ic j 4- — kyC — k 4 D — 0 

+ {fe.| — ttt|U 2 )/? “ 0 

dc hi cuaics ic iihi :ne ’.a eirisiicion dc TKCUcncia si i guslai a mto ei ect-crmiTnaaite dtf Los CGcfi?icnt-^ He .-j, fi, C y Q. 



(fci 4- k* — UT^or) “dtj 0 

— fcj (ftj 4 1 Jfj + — Trtjjuj®) — 

0 ~k 3 {k. t - -tn^) 

Q -h 0 


Deau-'/ulliindo d drier jiii name V il (Tip H flan d(J a^lcnBtnm! 

4^ 


+^J ^ + fcg4‘fcj . rtj , ^ 


?n a 


Win 


I ^ 

Tftj WI4 
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— 
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(k s — 


- 0 


■(• knki 4“ 4' -^ 5-^3 4" ( ^" 1^3 ~k ^;^"n 




■m 2 7r^ 




wtjin^ ^ TrtjW^ ' 


4“ 1A1 ^3) ^ j.-'i'l 

m^WjUTg wtjm,iJn 1 
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tti { 


k.kJtnk, 


_ 
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UiiKzar el me to do Siodoh para determ inar la frccuencia natural mas baja del $i sterna bifurcado 
que se muesLra en ta figura j*4M. 



VdUicih bt pru 3 lei»j l£i Ij < 2 splfCOdin del mcLadg SrodflJ, 
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LL32 J 


n.' 

i. 
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1.001 

L57 ■ Is EtecusEida natural ir,as biija se encL’rnira de 

_i.aaj ‘ 


(! + |,57 — 1.33) =ti 1 63 4- 2 J5 q- i, I 5) u 5 fl o, ™ 0.79 v lc/nr rad /iieg 
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METODO DE la iViPEfXANCJA M EC A MCA 

34. UtjllWf d arftCitb a* la iinpedanda macula a para encoatrar [a «aacl™ de 
irecitcACia del sistemu mesa-resorlc que sc mucsira en la figura 3^45. 

Las impedancias mucin icas par, Pi «, 5neJ , I, ml „ slm k f _ Mo , ra ^, amt!lle 
Para cJ empulmc X , r estti quedi*: 

l&k + 4k — 

XiS**' ** 4t *- c “~ - ^ «-» <>“ — — *> * 

{$b + 4k — — 4,tj7 2 — ft 

AflAtoEii music, pdf a e: empitme xi la cLiu^diin «: 

“ 2x - 4mu : )^ — 4^^ — 2 Atk 3 — d 
dr ,Hc ‘t/ix , 2A~x i s©~ log lerrninos d? pc^rffijn 

? - ra *[ empime j; ,, | 3 ecuidflit csta dada pur: - 

(2A: - 2mv*)x i/ - 2kx 3 - o 
Liim -bi-L el c-r d-^Ji tfe la cuuncidjs para, obtcrifj": 

(10A; — — litjf., — 0 

— lkx i ^ {At - 4tn«*)i a - 2fee 0 = 0 

—2*5?;, - ( 2 k - Smu- = 0 
fo. tonitgujenLe la ^eiiadAri de lien: uejida eitd d? v da per; 


~4k 

0 


- 4 k 
I'Oft “ 
-2k 


0 

-2k 

(2k — 2m,;.- 1 


= 0 





4«i 


:2k 


Elg r 3^49 


A 

; 

* 

1 

* 

El 

,IJ 

i' 




3 li; 6 metodH * f» .mpedanda mecimica para determinsr lap vibradones del esiadP estieiu- 
nariodc lap masas d*l d S t« B4 qua * muiSto en b figure Sea fr, _ kl 1 T? f 

C3 - c, » I seg-lb/pul, Bil . m = Wa = I Ib-segVpul y « = I rad/seg. 

Fa ca 3 vt 


i b / pn r 


Cl 


Cl 



4 jc l u — 1 d 

v [ps termj'rtos dc psLrdEua para el cm pa I me* , son **, ppM.p»,l.pr im «..« U pci4„ a ,l<M. 

•:i, + i 3 - iu,<a - fcjii - - k 2 t, - ic _ jr_, 

^imilarmentf, lis ccuadnnes para 3 oe empalmss jc: yx , »n: 

'*• 7 + + ^ ~ "*&* ~ V, - - t a * 3 - tc^C, = 0 

(*S + *4 - - Ie jl3 _ jo,,... . D 

RempCaiandc: Ics v a ] C rg £ d 3 doi en cwad^ss de mtwimientu. (.btwcmcj, 

i l + 2t>j - n + *>a 

~(1 + il^i + (1+ 2i)x z - a -I- 1)^ = ft 

■"(1 + t> s + + ” 0 


per: 
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Re: u I vi cn do por L regJn detune r, 


: * i = 


*1 


= 

□ciaerolUniilo Ns dcKrtainuntes obEetiernqs: 

3 . 


n 

-a + o 
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(1 + 20 

-a 4 o 

0 

-(1 + 0 

(i +20 

(1 4 2t) 
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(1 + 2t) 
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0 
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a +ao 
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0 

"(1 T 0 

(i + 20 

-U + 0 

0 

-(1+0 

(1+20 1 

! (1 + 20 

-a + o 

*o 

-a + 0 

a + 2o 

0 

0 

“(1 + 0 

D | 


(1 + 2i) -a 4 0 o 

-n+o a + 20 hi + o 
o «(i + o a+B0i 


^ a + 20a - 2D -F 0 a+i>2 


(i + m - u ■*■ 20d + o= 

F a U 4 0(1 + E 0 

(i + 20 s “ a + SH - 4 * o* - (i + Soil £ 3 j? 

^ (1 + o* 

(I + BO* - il 4 20(1 + 0* - (1 + 2i)(l - t) 2 


La cctiadcn para t se reduce a: 


FaP -20 


13F r 


(3 4 6i) (-3 4 £40 

For con&iguicnis c| valor numeric^ de In nnsplifud de x «: 

UF 0 

. r " O.FdFj y a] i liquid da i'aSe £ = tun -1 (2-S/— 3> - -flS.tii 1 
AaT que lit rHjjpueJUl dd e^sdEo ttLQiCiannrru de In misa in i K: 

= o, 54F 0 to* r^e - sa.0 a ) 

S r c puedtn encafltrar esprwion^ an&togatpura Ins masai mi > m 

ffaW — 0 . 47 Fp. caa(«f - 
SgtO = iJ.SSF,, eoa M - 2 fl. 7 =J 


PR1NCIPIO DE LA OftTQGON' ALIDAD 

36, Dcinoatrar que d prSncipio de la artogonalidad se satisfrec «n el prabfemjs 8, 

Pa:n sistemas de trei granlos de libcrtad c| principal dc b onagoftalid-Hd puede tseriWrw: 

TTl^A | A J JH--x5j.fi-' + — {} 

w-lAjbAz ~ — 0 

ftiiAjAj + = 0 

*JJide las m sow Ns mass! y ]« A, las 8 y N* C so* lu* amplitudes dq vibeaciw del si.stsmn, 
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El JllovimiroLo ? ertdx*| del probkma 

* ltf) = * - 4 “* f‘ + r/jj + * «* tvT i + ,/ 5 ) 

- £ - £ sen (i /3 f + tt/ 2 ) 

* sW = S + i ® <« + t/ 2 ) + | 5fn s + W2) 

R^inpJ.i.jfan<JM I m torf-feportiJicTnea lining d? ■ k r3 

* * ?Wft «■ ta dn P ri Dd p 0 dc Tfl 

4- -+■ ttijJK!) = 0 

mi - £) ( i M "t (OK fa) + wl I j[ ) [4 zz 0 

W + iw i ) + ' wf } }(&) = 0 

" ta " la ' ef prifK, ^° dc ia 


rCAF> 3 


crtogrjnalirlaid, 


Problem as propuesfos 


* tsass-gg^r ■ — ■ - 

&**P‘ *j * 2 *^ - jfe^ — 0 

im 'fz - 2k* £ — kVq - kt x = 0 
4 ”i V a -r 2 t?., - jfr^ = 0 


Fi*. 3-51 


i ift 3*52 


C ^ reu ' ar honi Dgweo de mata total .if \ i , -idFo 2* *<±a 

***' + (i :. + - *»*» - «r K j - *V, = 0 

"? T 2mJ + 4 *=*s + 2 i i*i - Mf*, - Siji, = I) 
™ 3 T .1 + AjiTj — -H - (| 

3, ‘ del sistRna , uc ie 

inu^ird en Ik IT.IU 13 3.53 

* !, r- “■ = us = M 7 VZS, 

rad.. ■iaa 


Ht 3’53 


Josue Arturo Cedeno Gonzalez 
Ingenieria Mecanica Industrial 
Universidad Tacnojogica de Panama 


,rv i 


Ldail, 


.■it pusrj 

I 


'■ y a* 
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CAP J| 


V GRADOS DE LIBERT AD 


m 


4di La flan*u*ts de ctn stictd ad squivdenie del vnlatfisq « K - IOlb/ptil y ftdemis km i it/ pul y m - l ft-sej'/pul. 0*E- 
tbJiir fbectcaaas AilLirsJe*: si&:e.m£ qua j> Kivaslr-i -n la 

Resp <U] " J,iti, u-j - 3J4. - 3 ,62 rtd’tc^ 



■2k 



FJje.^H 


41. CttlewUr In* frewentias njiaraits da wnn. piemen ;c dr luuuiuii j, que usac stojelii* 

5 ?-lu ires msa? -jufilcs. a i g'J ales (Siiancsls. como ss muesli a sn la figurd 3-55. 
flcsp- 41 ] = 4&t'jElhnL2 f ^ ^ ” Al^El/mL* rad/iee 


42. Dttermi nar d mtivimseTiLu general del si stem n qua se rrue t tri5 an la ffgurg 3-56. 
R-z-sc. ac ± i£) = .4, sei* (yktm i -t- p : ) -I- A z sk, (v'3jt/ni t 4 => z ) — A a an 
s 2 ii) SA t scti 1 i - A- t fa* (v ,r 4 k/ at l 4- -yjg) 

it..,.' ’! = A] eh I v'fc/nc t 4 ,*, ■ — A 4 .sen (\ZBk/lw f 4 ■: j) t A - it;t 


* + ft) 
m f 4 *.) 


FI*. 3-56 


a. La |1g.u?q 3— J7 tnueslta una fUeri .1 da exciiaelAa fn sen jj uplkada aL oaatto da jnaiii del ij±wmu. Detetavinw In ampluud 
lii la 7»pue>;a del will do ^tadsflario de 1: prime! a rnasa dil siswrrii. 

F p A;{2fc- ukji) 


/f f.T,n ( i) — 


T - IPMM + {IQ& - ■Itfl/™" 



44, Detenruflai las ireeucncLa* naturales dc; sistema una-sa-reijrte cie 5 * rnuw.ra ca I a flguiE 3-5 &; m - k - L 
Afjp. Li | — 0,62, l!4— 1.14 hjj — l ,62i ^' s = 1,9 ra^/seg 

|— Wl 


Flu - 3-5a 

45, Cskulap las fFecwnuLii nti^raLes Lie unu viea iimpJemenie a poy ad a da taagitud L qua liene aicguradas evaLrj) maias Jgua- 
rii a diiiandas iiruiles-, cc-rvo s: muesEra mIi T :ura 3-5° 



Rfsp. uj m 4 1 El/'inlA, ijw = l^SyEIfmLA, uj = A2Ay El hnlA, = 15.4^ EIlmLP nui /seg 

© 


fttil 


mt 


m 


Fiff. 1-50 
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FJe. 3^5 
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ica 


Fig, J.&i 
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MATRICES rr #’ 

*9. Bo*lw el potion 5 ru f e| :! -,e T . )do mlWcta[ . 

W. Delcrrninar i, *| !i5ttnul 

* ?“'T S " :j «*“ iCnie. m m CMrtk . 

nnau principles’ 

„ k/K "2W5m -fc-a™! 

^ td = -2*/™ 34/ffl 0 | 

L - k/m 0 2 k/m 

7 J I ■- d.Sttij - ~ 0,06 jr a 

p - = + fl-aa^ Fiffr 5-fi3 

Pi 0,36*4-0,13^ + 0,!^ 

“ *" - “ ■— — . « ..... ,, 

METODO STOOOU 

•* isaan 4 Oy*lb.«S«SSa^!*t l 1 "!I * *“ “ m "“ r » « h **«. U*. » v 

Resp, u, - 9.7 rsd /ng *" /pu 1 1 po,Cr4 ? CfJ * n K» / Uwe m tafia tic girts cfefipj. 

“■ ■ '.tt ,*r.r. asa a r . '' , jr ■ «—— «» «... 

*«A --Mlred/K, 2. . J Hyp,,. 8 


FT* j.fifc 


te bendiga! 


VARIOS ORADOS DE UBEATAD 


COEFICIENTES DF INFLUEPdClA 

Enconjrar [os etHffideotcs de mfTuenzia d-i 5 j Mcma , 

**V *li = *13 = 1/14, fta , */**. ® ™ rtfl qi,e mu ^ ™ (h rlgur.t j. W . 

**' l« ajsJidcmet d* inrhencii del nutm* - hu - 

^ ** - tat fti2 £ :XT quc ie “ * Ja ^ 

031 = 1;3A - n 23 = mk 

Oj- = 1/Sfc t 4 K - mk, *HJ - U/flJt 
-1& Uti-A 1-iga sSimpIcnjentr apovadu tf,. ton^Lud / ♦„ „ 

# al ^ CumQ & mitpstta ci S figure ii d'hJI I r ,iai ’ SllSlcJ ^ a dubrndu 

*» .j* - umw/ ^ " a/ “ C0 ! riC]en,cs aV 

31 “ J3jL ^ - 3Ws€if/ 
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CAP. 3] 


V A RiOS GflAOOS DK LIBERTAD 


“ ! ;!rrx::r f tap t - raw p r ^ «- 

/, - 100, £.m „ * S, 25 "' dy *; " ***** k,-s.k,-t Ib/fuk « . j iM*yp* 

lb “i 1 ae “ p ! s!la 1 lra »«< ** ititiesiri „ to r« ufa 3-67. Los vagunss pr^s-ro 

sew a: sara as asa? ra cr-t^r - --«■ 



VJETODO HOL2EK 

Sr, ftrtijl: siircHjimasi.rssorte £u* sir mmsirn en la lieu» MS,. enuumrif todi* b s frecuenrias. $ jy = A. = G jfc, . = a- = 

«- y te, sffljsmj = = «. ’ ^ 3 

' V " V Wj = w " = J - 3a ® «*. ^ V&!.; *4 = To4 V ^ uig, - 1 .T3 V &, = 1 ,S3 V ^ 

*'. *t to -i it* 



sliJa Eiiii iguates _ ni 


Fijt. J-Gji 

i l ft - i=nds* ciaiuraics cfel sistem-a mata^resorie ciue sc mucscr.'i tn frEura 

^■65. “ 0 y [o^wjuii den?jj uansLfloui. de elytsikidisliun iusualej d tfldas iai mar" - ^ 

Res ? -i ’ y* = 0,T1 V "^ r « a - U4V% r » A =» \AVifkpm, 

‘-'5 •“■ 1,?7 V^/m t uq = LAii/kfm taA/seg 

59. Si Ksctas Lu a^BmtC de dasdddad wn a 4 y lodas l&irnssas Sfl[ , ■&&& * ^ CflC flftirtr fes frauend^ 

dsL si.HcmaqucK muaitra cn la Jig uni ^ r^ucnn^ aatuizlcss 




SISTFMAS BIR’RCADOS 


61, SepQrjicn 
tfflpa 
flttl 


wnLaatf cancer de njj*mknw, entuemre Ioj oodidenici dt influenci* det %'n- 
= 1 /M, tr«, = %!k, «52 = lm-, = l/k, ff 3l — yic, = 1 /M, n a = 1 /M 


Fiff. S-7P 


Fi^. 3^53 


61. 


63, 


64 , 


65 


Deter jntnai las frccutcLcili* de 0£-cila«::dn del. si-ilitcLa i*ue se mutitfa cn la fip vr-- 3-:b. 
ftf.ip — 0* bi'j =■ \f ft , 1 m, " v" 3 k'/fri 

Ocdudr fe mmOte d c mmam del qnc in mu«Lf4i nt ft r»eura 2^ por «| tk Id Icnpcdandn meefinitfl, 

DtmQ.iTfar que ei priflcipiEi de la crtogondiibd fara sistcmas ce^s gradns dc lib-rtatf pucdeenprcsa'necanrD: 

q * 

2 = P 

i« i 

dondc Ai SM w amplftudes de vibrad6n =n Los principalcs v ? y j ton loi modes prlncipale* del tiuoma. 

Verificar d nwvioiiemo m Sterna qu C da en e| prjbkma^ poe medio dd principfo de la orlosnnafldad. 
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Capitulo 4 


Vibracidn torsional 


INTRODUCCION 

Vibracidn torsional es d movimiento angular periodica dz cjts elistlcos que; ticriua discos rigida- 
merite umdos a dlus, 

Dcbido a que Kay semejanzas Tiny esirechas entre las vibra clones rcziilmeas > las icrsio nates , Ea 
isoria y d anilisis explicados para las pnmdras, puedea ser aplteiidos igualnenle paru Jas segundas. La 
^iguienle Labia muestra las anaEogfais existentcs «ntr« los dos tipos dc vi brad on 

K. j i .1 : n ^ i=» cttti-c Jj. dhriU'Mn reef'll fa* a y ti [octLcmil 



Vlhradtai 

recdJfnea 

Vi frr acion 

tor d cma. 


Simhclo 

U nidid 

Simbolo 

Litidac 

TLcjfijra 

t 

SCf 

e 

seg 

Des plaza mi4mo 

X 

pul 

5 

rad 

VcLocidad 

X 

pd/seg 


ead/seg 

A^elcndop 

af 

pyl/Mg j 

V 

nd/stffi 1 

CoriMaale <]As1i<-i. 

k 

lb /put 

K 

piiMb/rad 

Cocficiciite He vnorlrc. 

0 

]b-sejZ P ‘puI 

Tf 

pnHb-scg.Tad 

Factor de rrmr ii i£ . 

i J 

adimeuisioEial 

£ 

adimcnsional 

X) iisa 

wj 

1 b-ieg. r pul 


.b-pul-At^ /rad 

FuufJJ: u 

torsional 

F *= 

lb 

T - J* 

pal-lb 

M run sjii-li 

in at 



piil-]b-i*e 

Impulse 

Ft 

Iti-itj 

ft 

puldb'isig 

F-M«5I pin; cine tic 

^.Tnap* 

Lh-pul 

UP 

lb-pul 

Erl erf fa potential 


Eb- p'jl 


lb-pul 

T r abs ]a 

f F dx 

lb-pul 

I Tdv 

lb-pul 

hrcfuenciH natural 

tf„ = ifkfm 

rad/«g 

Mq = V >■ ' 

rxd/xt 

EiUHcion rfe fflcivj fj 

7?!-Z - fl 4 fax — Fq SCrtiyf 

j}t — -ns — k# = r.j ?oi«j 

Cnhdrdnnes IniLtaln 

*{Q) = z . | , 

z(Q) - * a 

tf(OI = f.i 

ff(0) = fig 

Re:tpjtiLj\, tmmitorijn 

X r — >LS“*“n [ MIL - -Vi} 

e_ - rl t> : ' J v wen 


**$ ~ V 


- fi “ Vl-P-n 

ftesputllUi >idE 
•Htado estaciorcorrO 

* p = X iusn(w£— 

V 

Sp -- -• 

Tg 


VTF- 


V(A'- 

- J 
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CAP- 4] 


V! B RAC ION TOK SEOK \L 


U5 


Problemas resueltos 


1 „ L n diico de irionvenro de inercia J esL& unido al extreme inferior de un eje vertical eiasiico. Si la 
de| ^ cs P&<iu*nii y 6] eje tiene una rigidez torsional K, dedudr Ja «uad6n diferenciul de- 
moviirrienio para la vibration torsional Eibre dd disco. ^Cual es su frecuencia natural? 


dt li ciierjEfi; 

La comlisuracitin del pjStti'rtw puede deienninarsfi por k canEidad dc mr si Gn del «jc, 
o wa P L ' : cl -a.gulo J. luj rrm « iadica cr U flg'jfa 4-.. Cono e! diacj bsu rieddainente 
unkfti aT estrerritj (fcl (jc, In ps3ic:&n hftiiiigr del cn un EnlUinte cii.ilquicm cid i!u- 
■da par ci a nettle J. 


La inerffia cildtii.^ del sitUcnn mi dtda po-r 

v la encrslo poiendal 3or: 

E.C, t 




AJlOrti, 

jt E! - + £ - p > 

L.P, = 

uv 

- 0 o 

(J&&-K35) - 0 

Puc^tn a nu c'i siempre ;^uui 

4 cer£\ 


./ P f Ks = o 

y 

u,i = VWJj rad/vi^ 



Lc> dul tsn qv| RtltMi I a tie Ntiwctjiir 

Drtide a $ie e| ej* as efforted, el w&awnto lomionol ciscghJo pw d eje Mbra *t disco dehe ief ptuporcioiul pern At 
5-cn ; i d o opuefic ti I anjju Ic de iorsi cn ft e 5 ded r , 

J'i = ~A r fl e J&.— K& = 0 

dnnde K U flgidei tiiriLonul del eje. tfefmida Como el lUiwflenlo tarrmnaJ fliee^rto par* pr«hic:r tin radiin de [orsEin 
impresario en Dui-lb, For CLiiSio, 

-^ry — t/K/J rad/seg 


I 

1 

i 

I 

I 



2h 


Para determiner el mom.ento de inercia He un 
volume se cotocan dos pesos igualts sabre uac? 
de Tos di&mctros del VoTimte, a jguulcs disuni- 
ties det centre O. En veguidn se m sd.cn I us fre- 
cucnda* nmurutes de radiation del volume, el 
cun I esin cofocado en el extreme de un eje ci^s- 
tico, con los pesos adidonalts, y [i.sego sin estos. 
Deducif la expresidn del mo men to de mere, a f 
del volant e, 



Para vLiarueiun LDr^ronaJ fibre la frocucncia njlurjl esl j dada per: 

4>] ™ JGffL (rad/sefj- 

•Jor.J'i f e> s| morticnlo de inercia CC la del volamc, cxpresailo er puL-lb-seg 5 , (J es el nndulo cortantede eSasticidid, 
J t-s -I -cmcnt-D rtL'.-h^ubir e« increin. iApri:s.|i|r>*r piJ.* y l ** ,1.. |r>nj;micl del c.c 

Cuando ie a^f^guTs ^oii pesos. COmo ic ineica. i-.l fre^ueTsda natural ?c convlerce en 


= JGftI + 2mi*}L 


Com pa ran do lit das frscjcncras aaturat-ss oMer?s!T,or 

jrj _ JG-JIL _ 1 -\- 2mr~ 

^ ^ ~ JQi{J -f ZmT*)l ~ 1 

Js donde 
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116 VfBfUCION TORSIONAL < f CAP, 

3, Determinar ins frccuencla;; naturajEs iicf sistema que se muesira en la figura 4-3, suponitndo quc 
la maia del £}c e> p-equi; ftd. coni pu radii eon las mai^s de ]oi ro cores.. 




Fig. i-s 


Cuawfo sc apliciin moment as loin i Mules jjfUdJes y opu.e*t«)!i b las. das raidrci y sc quhan ftjpftnltMmciro, ceios tic 
cuEiFin urm vibrscirtn ic-rcianal fibre. Los dos rotares se imieven en. stridden opaestos, 

5k an it t v Jg_ I ls v injiuliMi dt rolimi^n de L,i> rum res A y fi, roipcetivsniertlfl. Apllcandf) U CC!j--id6n de mo memo tor- 
sional. Ins ecuacpcmes de movimtcnta eslari dadas par: 

J l S l + A'(t? L — h? ; ) = 0 

/ 2 fl 2 4- £(*2 + ^) = !) 

dundc K ei La rL^idei torsional del eje y J y SOU los memenids nssa dc inerciiids las rnlarcR, 

Snpaadii qiif cl mOVLallcnid es pcriid:Co iSLi -LOmpu rials de .tu: v:in i n i - iirminteos de ddcrentc arripfiladct y •:*- 

cqcnci ns. Sean 

Jj. = A Sid fief 4* y “ —tp A sen (ttt +■ 

? 2 = B sen (wf 4^1 y s : — -w?B se* i>f -l- 

!RcmpIl3Sn€o 6ilOS vsrlorn en lift vcikiiHuiscs d? rrn". imie-mo y • irnphfiuLmtEiK o h Lencinrtt ■ 

{K-J x tFiA 4 KB — 0 

KA 4 = 0 

Fata^ agn ecuaeigncs algcbraicaa lincaiincTiLc bomofeneas en -! y S. (.a sijlucign A = B =■ Cl S^villaffleilt^ define 
la posici6n dc cqu;lib:io del sisiema, Ls oira ■ ducinn se ubiicnc Igualando t «rn el deEcfmmanie de :« eaefickntos de 
A y 0. es deelr, 

, {K - K „ 

K ( K - J*?) 

Desarra Memos eJ determinante para cbeencr la ccufleiDn dc frwusr\c»s u‘?u E 'J, J a — K(J l 4 J.j)l = 0; per tan 10, 
ui = l) > ^2 = Y^y i" 4 /□)/ J rad/its^ 

La.^ Tazojies ce ampliL^d i? olitLenen de las eeuacionii aigsfibraicaa y csee,' dadaa pon 

A _ -K _ H K-J V) . A a _ -KJ* _ J M 

B (K - K y AVj - tiVi + 

La forma del ^yrldo :thhI« eHl-i dibw;;idii cn In flqgr 4 4-JIA). Fn d pwnn nrtd.il cl e.c «sld jnmijvil 

Lai Jrecucflcias naiUrJes ESmbiert pasder- SflLL’T.lriiFi.e direoEirnenle, resolvititdo EtmtJliiracamciltt las ios icuad'j- 
acJ de iHdvinLLonig. M nl ll plku ndu la primera ccaadAn dr iriyvsmtenEO p^f Ji « la seguildi prtf J i. OfrEancjilrti: 

Jyl 2# 1 4 AV 2 {tf, + f 3 ) US. 0 

J]J-i8n 4 -|' = 0 

Sutnandrt las tenemns: 

4 5j} 4 K{Ji t 4 &2 — 0 y par Lantu. lt 4 — \r'K(J 3 rad •'seit 


Josue Arturo Cedeno Gonzalez 
Ingenieria Mecanica Industrial 
Universidad Tecnologica de Panama 





y 


Jehova te bendiga! 
CAP, 4] 


VtBRAClON TORSION A J 


17 


4. 


t 


L, 




■ P^J ji .! . ■ ■- 




1 


i 




FEjt. 


5, 


Un qe de. neero csii cortipmeAio dc dos ejes de 
longitudes £ t v L y di 3 metros d i v &/:. corno 

?nue5[ra cn la figure 4-4 Ertcontrar el eje 
eq nival cute de nsie eje dc accro. 

. f 7 ' C I C cqitiYiiJenLe « rk-Jine cum a un Cjc de lunjiiciJd 
L y dianncEJCi cj n RLEnic e que uisne la ntisma rigidez: tnn-jo- 
iitil A del cjc dado. 

CDnaidtii-Ms in ftcctfn ejcTtidu por un mutnemo mrsiinn^il a plica .A, tm ua cmtmo del cjq d ido, Li moment tonio- 
na! « trasnutlri desdc el wurcno dd eje de diWro d , hasta d tsuemo del eje de ti&meito d z a tj$gj5 del punto dc unt&n 
eftirc iUfi diu cjei, tl in&u'o Lull dc lanitln dc end* d cjc dldu per 

fl — 1 [ 0<?- r sid fi del :je rie sUlmslrn? (f j) l del eje tic (liimetrrt d\) 

Z2TL X 32 TU 

tf£\G zrd%G 

lEihndc T esd momentq torsional aplieado y G el modulo co-name d s daaileidad. 

* I an ecu Lo- t ■it ill de Lunion de Lmdtt d eje puede ■= t pf e s,i rsc cOlTlU 

32 T 

xGd? 

por eojteieiri epic cE qc cquivalente cs up eje de diamecro eonstantc d, y Tun grind (£j + d*L~jd$)t a tin eje dc sMrtie- 
lf « conatume jVy bnffitnd (L 2 + d>L L /if{). 


De terminal: la ecuacion de frGuueri cin y ?] mo- 
vimicrto general del si sterna torsional de dos 
grade* de tibertad quo sc tmiestra en h lljiu- 
ra 4-o, 


'[ £»i -A j- 7,'-. 

0 


^ J 


-0<!1 * ^ *j 


Sian 3: \ •}' Its desplazaimirnsos angu Earns d? I or ro- 
tei^si s y J\ reapcciLvamdntc. Apikiintio Ij eeund^n dc 
rrometito torsioiiat Sit/ = J ,f. obitncTPGS: 

J, V t = — -STi^i. ~ - Pnl 

d'J, - 2 — — 

i. aiti feUnilo cl &fdcA. tin e^iiAdoiscsi iN moumiCD-IO Si MJlviifLcn tn: 


l K ' 

las 

Kt 

P7* 

K, t 



■.■•■■ ■/ , 

■* . - B ■ 

■ :-r‘ ■• 1 


•^s 





fiS. 4* 


^ i p j i' {A j H - j “ ^^^2 ~ d 

Jn #n + { K ■■ 4- K:|)P 3 — j = fl 

Supoogatiica que e| ipcvi mifttlo ss perioclico y se compnne de m&vimletnw trnndnie^s ric diftfinlci ymrjiiuricj v f#c, 
csiendaj. Sta un« de «:os ajnj|«ini.ni*?: 


3i - /i ecus 4 j*), 
s 5 = B cog, fu £ 4- tfX 


tfj — — iiTj 1 ! cos (ni + 

= — urE qos {w-t 

donde A, B y $ son costs Lantes as h-irmri as y u es una dc las frectiHicias natural Gs de] Hstenia. Rem plaza ndo estns valo-T 
Its iis Sii ecitldoats de movimtento. ftbLinimOi: 

{K^ + K : - J t »-)A — ANj^ - 0 

— ^2^ “I" ‘^-2 '! j^n — dja^)E = i] 

Estas son ecuadones alsebraicas linealmenjc ho^ogSneai a y B. Lb soheion A —ft = () sjjp^miente delinc 
lu cotlrfictin de eqttilibrlo dcE siiicma. Lit *tra wluciin £e obtime i^tuilando n eero el deter mina me dc Ins e<te(ici«Les de 
A V B. Ci decir. 


+ AN - 

Desitrrollomoi el deicrtnincnie pare CibttMCCi 


“ffj 

iAj ■— Ki — Aj") 


,4 „ 
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-1- K tt 

AN + A. t 



/, J 

J t / 2 


= 0 
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V 3 r d RAC r0N TO RSION AL 


'CAP 


1)00 7 ““ d * Jc *• L “ mmmm « «*mm m mm 

* ^%t 0 e m ™‘" •*#* * " s, ™“ - ***** m *. ,rm 4a i m d = mm * V 

ri L (fj = Ai f*i t f +■ £,) - Ah cm [f 2 i r ^ 3 > 

+ B s eew f« a l + ^ 

deride las 
atL- 


* * y m * U> r«o W fc.nplm.d „ d.^lnid 

Bl 2 + A' a — Jp^S 


Ai 

Bi 

A, 


At> 

_ " F Jr4- 


-i_l 

Jfjj 

^3 + Jtg “ J jul 


1 


ft. 


Pnr ianto. 


dontfs ia r . 

Tf Sift). 


J_ 

^8 


+ ffy — 

d movJjniBnto general :oma (5oa]niente la fy;ma r 

<? 3 i:0 = A. coifuiji- +■ A s «a {« E £ ■-*„) 

^ " Ml CCS M 4^) + ^A 2 l -05 + 

™ rf ° CnnstuBtcH f y *i (fcben t vjEuujsc da jis cubI™ uundjdo^ iiidOw 


S (0)J SitO)' 


6. Sl ip* nioaMntw dc intro* dc las nud» dentedas son despreciabte v / . = i j, K , „ *. , 

y la r™ d. w. „„-3. determiner la Wjjtfm. 1 * ‘ ' 






■A 







r 






| 

d 

1 



(ft) 

Fiji. 4-6 

“ euli,rB ***&«■* 

u '”' rs, “ “'“ 1 * * ““f* anitlca j dt cncrjta po^i , CMi . flIM 

h,c. - 4- 

Q ~ 4- 

n.c — + |/ a fnj L )s 

F..P = ± Ki9 2 + ±tC.,t*t L )s 

pbuandiy Ji dd rofrtia t k\ T^p" ^ , JU htg « hact :ejr' 

jmKistra en la figurg 4-fij^), ^ - = - or COnsi^Uccnic d sistcffli equivalents es cl ^uc %*■ 

La ITeasTids Plural del, si; Kema ?qtJ b^ cn , s c?Tl dfllia pof . 


deieds J a ~ nV 2 = w.^/2- — 4,S^i v v „ — n z I& / (K -i- n*JTi — a «ir d 

- J efl W ^ S' ’ n K} ~ 0 -^ lanta. ^ = 'Jl$bKfI x r fl d/«| 


Josue Arturo Cedeno Gonzalez 
Ingenierfa Mecanica Industrial 
Universidad Tecnologica de Panama 


V f 8 R ACI OX TORSI O NA L 


Jehova te bendiga! 
CAP. 4] 


I 19 


1. 


Un ej e * Secciin .riforme v lopgitud 4 L «<i soponad, cn t«* punt* diferentes. con,,, « mli «. 

dienles euf-ffos de '8“®' P cso « ia n Rjus a] eje a ora disuncii !. da los carrispon- 

Rtei ^cualcs sun las velocLdades criiicas del eje? 



Scan y y 2 las dcfltiJiioncs de tus rOLarcs W. \ W , . i 

*«*•• «t Mdj* <k d-AJsabcn abJt'mp,: “ !1 !«»«<»«« d,s». 

— “U| yy 4]2( 

v - “ J/jj 

SupoitfaGins q^e e | movinueflie cs perifoticc y scan 

5fi = A cos.M-.-i-4>, \} x = -„sa ms («(-*> 

- /■ COS (<ii^ + t,S.I , =1 —±,-B COS (>i£ + £) 

f<:q> v* lyres fa Ij'i ecufici'Cn cs , oblsii^mr.'-: 

H~' a \\W\*ayti)A - (TV ’ a a l2 t^/ff)E = 0 
” (t^iaa - (l - x 2 AV 2 »z/,j)n = j> 

Llhs sun ecu Qtio nt> alge-braidi Jtneilmcnce homGfient^ en J y B La snlutfAn j ft _ n r „o.i , 

a rtt d'e'’" 1 ""” “ !iK<,r ' a ' Ll *** wl “ din * ” hli50e tear "' ,a “ 1 1 * te SKto* 

. ~ “n^i Wp) —{W^ ijijuVp) I 

-of-'i (i — * 2 S .tv 2 ^2/^) 

Pes^rrn||{Ljido el AsEermioante obt^nenm. 

i , w, w 2 

— u < - ,/fl + Qai HVjO w * + l = q 

q«e “ |J ccwiidfln dc frecurndu del Sterne , 

qw 382 ®* * ^ '* rftisteBCisl * * Wfrtihwm 

- _ -fit® 

11 i«e/ y *« - mBI 

ftemplaiisndo ttiu* v&brcs cn la eciiiciin de frecuoicia v resolvicada, eibtGneTnoi: 

W1 = ^ [MI?. „ _. ^ /la^9£i> 

1 v t^x 3 } ■* - y— w£T- 

!-»:□ t® fnwmto dd tie so- ism Pita 1® vrlecMad® criHeo. Par , gntg . |„ „ hkm m ^ !0 „. 


= o 


/ 1 


- 0 ■[ \ I 1 ^l$L 

1 V 


A = Vlg dtlas/seg 


8a Uiilizar cl m£todo linger pa r a determijiiir 
la.> frecuenctai natu rales d-c Ja vE brad on tor- 
sinnEi[ dej sisceiriu que se mucstra cn la figura 
4-S, Ji = y 3 « J i = 1 y K \ = Jf; ■* *[, 

C(JP7,0 s fc.xpljgiji ft r: g| rapfctld 3. ci melody E-Tolzjf 
« (ililiKo vcmsLjpsarneitic cn form* iibttljtp. de u jna- 
ncra aigutcfiEe: 


^ tc, 



n 

1 


• ■.■.'■ .-^ . . - . .-j,. 


nil 

m 

t ^ 


§ 

Jl 
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V IB RAC [ON TO R SION A L 


Tib lu 


[CAP. 4 


Item 

*1 


Si 


2 a. 

K ir 


FrccuenC 

ia supucsTi: w — 0.5 






1 

MM 

0 r 25 

1 

0,25 

11,25 

1 

0.25 

2 

L , 

0,2 6 

0,76 

0,19 

6,4-1 

1 

Ml 

3 

1 

fl. £5 

0.31 

0,07 

5,51 



Frecuen; 

in sspuesta it: — 0.75 






1 

1 

0,56 

1 

0,56 

0.56 

1 

0,50 

2 

\ 

0.66 

Q,4J 

0,24 

0,80 

1 

0,80 

3 

1 

0,66 

—0,36 

0,26 

0.60 



F recti en< 

■ia supue.-t 

= : w “ 1,0 






1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

l 

1 

0 

0 

1 

i 

1 

3 

1 

1 

-1 

-1 

0 



Fic^uen 

,ifi sp-cucst 

i: u; = 1,6 






1 

1 

2,25 

1-0 

2,26 

2.25 

i 

2,25 

S 

l 

2,26 

-1,25 

-2M 

-0.57 

i 

0.37 

2 

< 

2,25 

-0,68 

-1,53 

-2,1 



Frerutn 

zii supacsia: « — 1.79 






1 

I 

3,21 

1 

3,21 

3,21 

l 

34! 

2 

i 

3.21 

—2,23 

-7,08 

-3,87 

i 

-3.67 

3 

I 

3.21 

1,56 

5.43 

1,56 




{lmfcaiKto Ins vak>r« dc la frtcusncia sipuesta con in -I rr.-;rrieniO torsional, libwacfli 3$: 


T 



For tiintn. I is freeuetides naiuriLes son — 0, *-■ I ,t), ~ 1,7 rad /teg. 


9. Emptear e! mitodo Holier parii determine H4 Frecuenaas naturals dc It vtbrad6n lots] anal 
del si sterna de cuatro grades dc jibenad que se muestra cn h figura 4-9. 


■ ■ - 


■ ■ 

2K 


ax 

mm 

4tf 

I 


K 





s - — 

|~ 


1 

•“7 



. . 

y 


i 


Fij;. 4-fl 


Com ^ eupsLofl ea e£ problems 29 dd apimlo i, a n^iodo H*L«t sc mil in umuJuHiiontc «i forma iibuSir 
dc Ij rrtarfcrn neu:ffite: 


Josue Arturo Cedeno Gonzalez 
Ingenieria Mecanica Industrial 
Universidad Tecnologica de Panama 


Jehova te bendiga! 


CAP 4J 


V I BRaCIGX TORS (OVA! 


121 


Tfi bl .1 



Ji 




^ JiV% 


2 ,/, JK i} 

FjCvJiietufHu 111 pu r u .1 0, 2 






1 

i 

tylfl 

1.0 

0,16 

0,16 

1 

0.16 

2 

-3 

0,12 

Q : &4 

0,101 

0,26 

2 

6,13 

3 

3 

0,03 

0,11 

0,050 

0.31.7 

3 

0.105 

4 

1 

0,04 

0,53 

0,024 

0,342 

4 

0.086 

£ 

te 


0,50 





piuuuciisa v^pceiM j = 0,3 






l 

4 

0,33 

1,0 

0,36 

0,36 

1 

0.33 

2 

3 

0,27 

0,64 

0,173 

0.533 

2 

0.207 

3 

2 

0,13 

0,576 

0,007 

0.600 

8 

0.200 

4 

1 


0.173 

O.0L6 

0.61 6 

4 

9.154 

5 

“AS 

JO 

0, 010 





Fr^u^uciii sup uesta : _i — 0..4 






1 

■t 

0.34 

1,0 

0,64 

0.64 

I 

0.0.1 

2 

3 

0.4S 

0 , 2 s 

0,173 

0.313 

2 

0.405 

3 

2 

0.32 

—0.046 

■0.015 

0,7D& 

3 

0.266 

4 

1 

0,16 

-0,312 

—0,060 

0,716 

A 

9.1 87 

3 

dL 


-0,490 





Frccucneia inpucaEa; j = 0.6 






1 

■1 

1,44 

1,0 

1,44 

1,44 

1 

1.44 

2 

3 

1.00 

-0.44 

— 0.475 

0,965 

2 

0.482 

3 

2 

0.72 

-0.522 

-0.004 

0.301 

3 

0.100 

4 

l 

0, 36 

-1 M3 

-0.36S 

-0,067 

4 

-am 

5 

at 

= 

— 1.006 





Fr-suuen 

cia Sitpuesia: u = 0.3 






1 

4 

2,56 

1.0 

2,£& 

2.56 

1 

2,56 

g 

3 

1.92 

—1,68 

-3,0 

- 0,44 

2 

—0,22 

3 

a 

1.2S 

-1,34 

-1,72 

-2,16 

3 

— 0.73 

4 

1 

0,54 

—0,61 

—0,33 

-2,55 

4 

0.04 

5 

■*3 

OG> 

TAOS 





Frecuenchi supu=5ia: -1 = 1 (J 






1 

4 

4 

1,0 

4 

4 

1 

4 

2 

3 

3 

-3,0 


-5,0 

2 

—2.5 

3 

2 

£ 

-0,5 

— 1.0 

-6.0 

3 

-2.0 

>1 

1 

1 

1,5 

1,5 

—4,5 

4 

-1,13 

5 

fC 

- 

2,03 





Frccucncra supuesEa 

« - 1.6 






1 

4 

& 

1,0 

9 

9 

1 

5 

2 

3 

6.75 

— 6.0 

-54 

-45 

2 

—22.5 

3 

2 

4,50 

14,5 

05.3 

20.3 

a 

6,77 

j 

1 

2,25 

7.73 

17,4 

37.7 

4 

9.43 

£ 

*5 

40 

—1,T0 





Fr;cuend0 iirpucsti 

- - 1.6 






1 

4 

12.36 

1 0 

12.36 

12.96 

i 

12.96 

2 

3 

a. 72 

— 1J ,96 

"116,4 

-103.44 

2 

*" 5L72 

3 

2 

6,46 

30.76 

257.7 

151,20 

3 

51.42 

i 

I 

3.24 

—11,66 

— 37.6 

115.46 

4 

29,12 

$ 

eg 

BE 

- 40,73 

i 
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V1BIUCION TORSIONAL 
TabJji (com j 


[CAP. j 


Item 

A 

J itii ® 


Ji J*9i 


1 g 

S fiT y 

Fre-cifcncii sujjmcsLd u = 2,0 





-’I 

I 

4 

16 


16 

16 

1 

J 

16 

2 

3 

12 

“15 

-180 

—1 04 

2 

-62 

3 

2 

S 

6? 

536 

372 

3 

m 

4 

1 

4 

-57 

-228 

144 

-1 

as 

5 

=j 

BC 

-S3 




Frcetafflck supucsia; ry — 2,5 






i 

4 

£5 

1,0 

25 

25 

i 

25 

2 

% 

IS. 75 

“24 

-45fl 

-425 

2 

"210.5 

3 

4 

12 J 

138.5 

2300 

1935 

3 

645 

4 

1 

6,25 

-•150,5 

—2660 

— 925 

4 

-231 

3 

OC 

S3 

-£25,5 





Frccucrtda iupvKLa: u = 3,0 





— 

1 

2 

4 [ 

3 

26 

27 

1.0 

-35 

30 

-945 

36 

-509 

I 

£ 

3S 

-455 

3 

2 

IS 

420 

7500 

S651 

3 

2Z20 

4 

X 

0 

— 1860 

—16,300 

-9549 

4 

-£359 

5 

3= 

'» 

630 





lw vl4lo: V & lD conifiL lb amplitude* * (« | a alumna 4). ™ e* cl pfabl^a 

. .ter jar, e,^Oni-.qiiiCs que las rrecuKieias rstu'alefc *ojl: 

-1 = $&&&*> «s = O^lyAVJ, = l r 45y'-fiy/, ^ = S.SSVff^J rad/« & 

T'.r. Ires rolort:? circtilares fMSn I'tgidamcnlc u [tides n 
bn eje solido de aeero. como st: i?iueiira cn !a figure 
4‘UJ. Uiiliee d inciodo Stodeb para enconcrar la fre- 
cuenefa fundamental dd sistema, / = 3 : J : _ o,5: 

J 1 = i,0 puWb-segVfMd: A'l = 2{IQ)5; K z ^ J(10^; 

A r j . 4(10)* pui-Jb rad y la masa del eja es des- 
preciutde 


Corns sc e%pHc* cn ef problem a 26 dd capkulc 3, ei mciodo 
Sicidoltf sc uiiliza vctiiajaiamentc cu forma tabular, Ac k wgulttue 
JUfincT,"’ 



Fill- 4*10 


T*Hu 



K, 

A 

A- a 

Jj 

| k 3 


Fautfir 

De Heflin wapucsta 


i 


1 .6 


n 

a 

dui 2 

Women to IOr:;. dc rnefda 
Mpm«ntu ;nrj. del C 1 C 

5,75 

3 

£,75 

0,75 

■> 

2 

Tor^jen dtl ejs 
£>r^ flex i ni |] ealeijkdti 

2.55 

■2M 

0,92 

3,8 

0,6 

4.3 

da?* 

sWHlQJr* 

at-(lO)- 1 



1 


1.32 


1.49 

a 

lletlcxian rupueiLt 


1 


1,3 


1,5 


Women tt* Inrj. ce ke-.:ia 


3 


0,&5 


1 5 

ay! 

Mu memo Lors. del ej C 

6,15 


2.15 

i h b 

«■ 

Tgrsi'Sh del eje 

DsHeKioji calcujsda 

2.68 

2,58 

0.72 

3,3 

0.38 

3‘65 

flw 2 (10) - n 



1 

. 


3,28 


1,43 

a 


Josue Arturo Cedeno Gonzalez 
Ingenieria Mecanica Industrial 
Universidad Tecnologica de Panama 


Jehova te bendiga! 


CAP. 4) 


V IB RAC ION TORSION A I 


123 


Tibia [cont.l 



*1 

^1 

K z 

J 2 

A 3 


Factor 

Lkfte^tfin supuensHi 


i 


l s 2 » 


1,43 

CL 

M'- ment-i tors, dsitierdi 


3 


0,$4 


1,43 

atJ 1 

MumoiSjp tors. dflJ cie 

5,07 


2,07 


1.43 


flff 2 

Tot >L 6 n dt-el eje 

ZM 


0,69 


0M 


0 ^( 10 ) "■ 

Def;e.Kic r . ca JccSada 


2.54 


-3,23 


3,59 

0*3-10)-* 



1 


1.274 


1,423 

a 


La ccnfipiraciflri -que nsultg dc La tiliima iun^qign 55 basis nte aprsisimada a la de los vai-ures supursins. Ptir 
4 lir 1 1 . Sf suSpCnde !i C0iiipuLaci6n \ sc CiiLitla la ^euucndj nilufil fandame rual. 


[2,54 - 3, S3 + 3,D9)iu*flO)-ft = {1 + 1,214 4- 1,42»)« 


= FL2G md/seg 


11. Lfn momcnto torsional armonico TV sen u ; $e aplica d primer rotor del eje de section uni forme 
que se miiesim en la figura 4-1 1. Encontrar la vibration del estado esiaciunario de! sistema. 
<fi -5; Ji - 10; Jy - 15 pul-lb^egVrad ; A. - 10(10)*; Ki - 20(10)* puj-lb/rad, k - 
1000 rad /see. 

La a sTuicfor.es tic movlniiijlD sun 

J ] Pj, T *s) = ^ j £Bfl u'i 

Sj -I- A’nff J — fj) T ■” #i) — 0 

J w$t + = 0 


Sirpnsgtwiii* =1 npunlitnCtJ c> p(r sod Itc y sc cam pone 
=c mo-v Imieuios arm-t-mcr? do til (creates £jti pit Hides ■■ [Yecucnciai 
Scfm 



= ,4 sen yf p fl| — “Ui-^t sen wi 

— B sen ut Y &* — — 4$ 2 jP senut' pijf r 4-11 

= C sen 3 — — u 2 C sen uft 

RcmptaiaMa estiS esprfciilnes er Las ecuadnnes de mcvimieuSn v siFnpllflcaJldo r obEsnefnas: 

(jf, - J^A - K { B - T v 

-KtA + {K, - K 2 - J.^)B - K. a C = 0 

—K 2 B 4- = 0 

Resalvi.er.din pur .a. regia de Cramer encontramos us valufes Je :ii: melldenLe* -!, & v C 
A - I.D(10:r ■ r i>? if = -0,25(10) C -(10)- T T 0 
v en cor.sfCLiencu -p ■ ibrjeibn del ^sute- chih.- - mnt 1 cs 

fli(f) = 1 , 5 ( 10 )“ 7 Tfl, 

- -0,25(10) " T ?V sen Lit 

M O - -(H5) f r a sjp^£ 


12. Deiermijiaj' la frecueneia natural mas b&jii del si stein a torsional bifurcado qut se macijiru lt la 
fig ura 4-12. = 10; J* = 15; J* = 20: 10; /a = 10; Ja= 20 pul-lb-segs/’^: % = 100; 

its - 200; ffa - 200;. A', - 100; An - 150 puMb/rfed, v 

E.iis frecurnd^j n 3 t ; J:a]es se puedep hfillaF por cl mtfCfio- dc HgE?rr 

ssupc.ncamos an despLazarnicnsg aqcuUr unitario ?arn Los drsecs wiocsrtos en los CKSfCiiioi de las rimificacLones. 
Contiouando enr d cm pal me, M desplu^jtinkrttos anguSarcs result aato dc bj romlHacipnc* dcLcn mr Iguulcs Si cito 
Tin ccurre dehe ime^c c. aju>;e sdeeuado de Los ■-alor=5 supuestM Sr«:a que lc; des'plazamknws anguLaha jestltac:es 
en el nnpilne lean 3gim3es. La suma dc ins dos mnmcncos corslnraalGS dc tf.ceda dc Lu nrnLllcacnjnts ch, eniuncs. JguaL 
3 1 mgmento torslcuiai que scuta sobre cl eje priacipal. 
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It™ 

A 


f?| 

J\ [ 

S | !?.j 


£ J^oJK jj 

Frtwyetma supu&ia: 

«* = 1,0 






1 

10 

10 

1 

IO 

10 

100 

0.1 

2 

15 

15 

0,0 

13.5 

23.5 

200 

0.1£ 

6 

10 

10 

o,w 

7,8 

31,3 



3 

io 

20 

1 

£0 

20 

200 

O.l 

4 

10 

10 

0,9 

£ 

20 

130 

0.23 

5 

10 

10 

o,si 

flpl 

36,1 




In d emjwline, t\ disce J s no puecfe sencr amplitudes de 0.11 y 0.61 al niiime iIcehm. Pof Nuito, 

bhfjamc-5 i.O. ■* 8/0.61 ) si ru;cvn valor wpitCStQ pica e; diiW J n . 




S 

£0 

£0 

1,28 

23,e 

26-6 

230 

3.13 

4 

10 

10 

1,15 

11,5 

37.1 

133 

0.37 

$ 

10 

10 

0.78 

7,& 

65,4 

160 

3,46$ 


hi mer'icmci u-r (.icjn.il quc ictus sgljrc cl cjc ATjsc ieugb i In lumude let merge r.tcn Lgriignulci deturra* 

dcs psra disons 

Jit ^2* J 

y Js, ei Gent. 

21; + 37,1 - 

7,8 = 68-4. 



& 

20 

20 

0,32 

6-4 

74. 8 



Frccucncisi suputsie: 

ef 

II 






1 

10 

£0 

1,0 

20,0 

20,0 

100 

0.3 

n 

.IS 

‘40 

O.B 


44.0 

300 

0,22 

5 

10 

20 

O.bS 





3 

20 

40 

1,0 

40,0 

40.0 

200 

0.2 

4 

10 

20 

c.s 

10.0 

50.0 

130 

0.56 

& 

10 

20 

0,24 



i 


Er. el cm pul me, cl disco Js 

no fficcc tc-Jie: 

amplitudes de 0.5# y U.24 j| jtje'.tti. iicTipq, Pgr cefnticuieflre, 

basajnub 10.38/0.24} e| nucvo vator ijauestc paru d tiisaj J s . 




3 

20 

40 

2A1 

&6, S 

96.8 

200 

0 . 4 a 

4 

10 

20 

1.91 

3F.8 

185.$ 

100 

1.336 

5 

10 

20 

0,58 

U.6 

191,2 

150 

1.28 

El momenta ".D-isians! qi:e actus cn el e £ 

jFiT 5 HZ igMtila ei 

a i-.ma ee Ins mt) "i eg tg; toriiotiales dtiur;g- 

[lid Cl 

piijJ lUi -t!isc<si 

y J A V J lr es deck, 44 + 135,6 - 1 1.6 - 191,2. 


6 

20 | 

40 

—0,7 

-28 

163*2 
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Tuliiq I'cortt,’ 1 


Ttem 

j, 


•t 


2 

K i} 

ZJiU^fKi j 

Frau en ns supuesfj: 

a 2 - 3.0 






1 

10 

30 

1.0 

30 

30 

100 

O r 3 

2 

1& 

45 

0,? 

31.5 

Ol.o 

£00 

0.31 

& 

10 

30 

0,3? 





3 

so 

60 

1.0 

m 

60 

200 

0,3 

4 

10 

£10 

0,7 

21 

SI 

100 

0.S1 

5 

10 

30 

-0.11 

-3.3 





Como El disc it J. no pUcdc Lcncr ,ji-plit jUsh dc y 

0,13 ,f| rfP’Tnd iiifTjpd, hj-qumos (0.30/ OJ L) 

cl niic'-o valor supuesccr pars, d discr J. A . 




- 

3 

20 

60 

—3,55 

■213 

-313 

200 

-1.06 

i 

to 

30 

-2,49 

“74.0 

287.0 

100 

-2.SS 

5 i 

10 

30 

0,30 

1 

11,7 

—214,7 

150 

-1,43 


El rnonienLs torsion*] qur 

ictib sob-c el tjc ftr 5 Si iguak d h SU— :T dc [ 

as mementos sorsicjtalei d^5- 

WTolludt}* para loa 

discos y -A 

p et. Jecii. fil.i + i— 2S7 t ?J - 

11,7 - —114,7, 

6 

20 

00 

1,32 

100 

-105.7 

J 



n:j,{lenndu -os •. iJoici dc La JiccucncLLj iiipueatu ton Ira iob moHicnlo? mriJn flit Its, ohKILC’ias. 



13, Tr«s rotors quo pcs in 1 000 lb T I >00 lb y 2S00 lb, rftjpcctiynjhenie, esMn fij'os a un eje de accro 
de 4 pti] de diameiro, coma so m nostril on u .leurj, 4' S3, Uss di stand as enir? cllos es tie 2" pul 
Si (J para d aeero vale I2(]0) f ih pui a , ensomryr las frecuencias natu rales de vtbracldn. 

t mpLeando ta -iauaci^n de. niominuy Luriidn.il = J $ . lai 
enweiones LEjfBresvdJiEti de niuvimitnui dd sislsma mjh: 

J , Si + K[9 j — ffj) — 0 
^2 ^1 4- &{&i — SgJ ■+- K\ f2 ~ = 0 

+ -^ r (.fla — — 0 

Supongnmn'S que d mn vt pile n ta es Ttriidico S sc tom pint dc 
mtirirftirnLQs armon ices de diferehleS amplitudes J 1 frecucncias Stan 

&L — A ddfi (>■' T (>}, 0 | S3 —ilJ® A J 

*i = B cos fui A $), 'i-i ~ l|uf 4 - 

ffj — C cos- f 4 ; £ -T $}, tfj — ~ 'iiPC eoa 

REnipSa.Kin.dtf ttalOs vJVirti en la* CCIKLCiOAti -dc mOvirnier.tO. CbWn«nos- 

(K-J^A -KB = 0 
-KA + {2K - - KC = 0 

-ftp + = 0 



Fi^ 4-13 
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V I ft H AC I O N lUR.HlONAL 


U zcwci&r. dc rrBcwffldii *e rttunc iBuahndo a «ro tl termiflinic de I* twteinm d It J 


Dcdtirmlhiraci iJ (EetermtMrtte > aimpiiffcaildii .abttrtemo; 


A7/ iK + + tfV-Va T 

:idii Jd e;.,-, sin niJigun Lk-iDJaiMmicatfl i-ng^Ji.-. 
A “ &Wr*/ff = 210 r J 2 - tjdO, v j» - : 


^arnriflflfiifc a| mat mi^ 


ihdcndo K = -dJfi/g %L =, 
frficuencia, dbLensctlgs- 


a eeuatson dj 


Problemas propuestos 


| .Oi ejttmnos tk un pjc (lucvcac un disco fw>uda ccr 
etc Ificf^iu Jf. estln hjjgv coraij sc rnucst/a. c 
Enconsrai j a frci’uenda natural Jc k vlba 
EOri: jnj del JUec,. 


■ r 'Hi 


'■■•■' 'if> i 


?■£■*£?( Li + L d } 


eje c^uimJenLe del lijicnu ^u: ee niucnira en Ij ilffura 1 5 . 
*5 * £ = £■ ] -r f *V (J;) 4 (dj/cl, )rt j 


Lo lofiiejml ttlcmC JV Hen *j/ acilu 

H. uc sc rausy-a en iu. tlpja -s- 16 . 

_ sen u£ 


•■•■L-l d uior h. Dcicrniiiiiar Jqs Tcsputsi^ del esLadu anadonarjo 


2 “ ‘/j« 7 )3' r p SCfl ujf 


(ffi j£| 


IX Calcular fcj frequencies aatdrffc* del sisitma inrsiana! 

4J] - QMi/K/J\ m = l,<l7i/E77. E= ? afi 
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L 


ml 



ml / 3 mL/3 mLf& 


is) 



■1 4 


18, 



Fajf-4-15 ^ 

Una vLgn lirnpieineinc ipoy&tlu ti«id uoa cafga ueiilbrfflertteaLE re-part jd^, corns ,sc mucura cn l& 4-]S^o). f3c- 
Icrminar la frrauenda natural funds menial prr medio ite la CQnFIg'irad^n -quc 5 C muostra en Is fipira 4- IS (ft}, 

Rtsp, fi = l,3fi yiJli-mlA rid 05/Se.e 

]9, CaEaiiar las rnccuGndas natureles .risisrrj torsionul qus -:c mtizv 
irj tn ]ji !i^iir> 4-35. Qj tje I leva ties rein res v lit; us am bos sxtrcc.os 
(yos 

R *W- ^ = 0^4\fKTl «y = i^Vk/I, 

*ijj ~ IJiZ'i/KfJ rad /icg 

2fl, Si J - K = I dctertmnar c! modlhiento _eenc-E, dd iiskrna cue 
M ITW«s.'<tra cn in llgurd J-2Q, » ftj pnsjcr urie-i sc k a plica un dc^plj- 
zamiwithi angular initial ce 1 radian. 

Rcsp. s^t] = £ — | cos t 4- £ (cos/3 ty 
flcfO — A ” i teon v’S i) 

^ + 1 sos t ~ it tj 

•L UtiliMf cl rnftodo Ilolner Jmr .1 rtd Lcrdji i*i u r |il PccucjKias naturdes 
d^l sistemti que ie rr.ues Lra en La fieuru 4-21 R] i: it a i n ,, csli rijo ;n 
imbof ej((r(rtiw y Licjie vut Ubat?i4(! lonicmal. K - 1000 pul. lb /rad 
y J = 10 pLil-lb-seg-.-racL ^ 

Rtsp <*i| — u* = 14,12, « 3 — 18, 57 rad/seg ^ ^ 

Fig, 4*21 

^"-mplcar t. mfsndo Hosisr psra determfcdr las frccuuisias fialurales dsl ^stcreia que sc mues r a cn Ie fipi?ra 4-22. 

ftsxp, tjj - u.> — 100 r t> 3 — i a_j, rid /j^ 


H 

.■ 


-- 


§ 

/ 

Fip, i -U 



jT*ICC!0l a pul-Eb^d y Jm ]03 jiuMb'-wy^/rad. 



J J 

Fig. 4-23 


m 

K 


Jt 

55 

K 

T7 

K 

1 


V •' 

1 




PS 




05J 




m 


n 



1 






m pi 



Pip- 4’24 

Uiilicar el mfitodo Ht>lzer par^ determiner lei frecsifliidas natural ea del stsicmi cue m mu«tr* cn la 4-23, 

Ritsp. lij -■ 0, u >. z = 0,518 'i/lu.f, «j — \ f K:j t tr^ — ie- = 1,7 "i'/KJJ , a.- 6 = l,93\ jf X/j" rad /'see 

* 

24. Et la fi^ura4-24 5 c mutitra llA eje 6s seedan url forme CM ocho rotores Egualca fyadoj; a et, a distance igualc^. Utilipar 
d milodi) Stodplfli pjrtt dcturminur Lu frecuenda nalural uiAn bnjn del »l«tcma. Verified la r^poesta ohtenida por 
media del mctodc Hdier. 

Resp- ui t = 0^347 \fK/J rad/ieg 
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Capftulo 5 


Vibraciones en medios continuos 

INTRODUCTION 

Lon iistEJimi meeiinteOs. uJoi como cables. varilias, visas, plucas, «o. r que Lienen sus ma&us 
y su& fuerzas elastics dixtrikuidax, ens lugar tfc t«ncr masas ooncealfadas separ&daa por resorts, son 
susoepiibics tie tester las liamsdas vtbr&cinnes de medios continuos. 

Eslu.v sislemus con st an de un. a timers infinite de panic Lilas y por tamo requieren iguai c ami dad 
de coordefiadas para especificur su con flgur acid m Eh eoiuccufiiieia, las si stem us mecanicos de est& 
close tienen an p* an? ere rfr J'refidfwrt'rtj naluraits y de j nodes titintrales de vibration 

bn general, las vibraciones de medios continuos estan gobemadus por ecuaciones di ft rend ales 
purdaks y pur a sus tifidlHk se supone que todos ios r:m ten ales sun homogdneos t isnirdpicos j obe- 
decen a la lev de Hooke 


VI B RAC ION LONGITUUIINAL DE BARR AS 

La ecu a cion difbrenckl dc movimiento es: 


d 2 u 

« s “ 

do ride m = des plaza mien to tie umi sec cion teas versa! ctiulquicra, 

= Eg/ li « mfrluLo dc eListieidad de la burnt, y — peso cspectfico de la barn, 
=* coordenada a 3« Itiruo del eje longitudinal. 

La solucson general esui dad a por la formula: 

* / p £ j ^ ■• 

w(ff.f) = 2 (AbCOapif K J?j sea piJ) C t cos— + D ( *cn — 

i = IS3, , . . \ ffl it • 

dondc Ct v IK son const antes que deben dettfr ml nurse de las con did ones inidaks y dc con- 

tomo y p t son las Freemrncias nalurales del si stem a 

VI BRAC10 N TRASUfRSAL UK V1GA5 

La ecntielgn difdeivdiil dc m civ i interna 

w + = 0 

dt tf-.E 4 

donde y = dc Hex ion de la viga L 

sc = coortlenuda a |o kueo del ek longitudinal dc la viga, 

a z = Efg/Ay, -j — Urea dc la scccibn traversal, v = peso especiftco de la vjga, 

y El sc conoce como Li rtgidez a la flexion dc la viga, La soEucron general esta dada por la formula: 

f) - (A eospf -L B sen pf)(Cj cos fex - C- 2 sen fra: + Ca cosh frx + Ci senb fra?) 

donde p = freoucncia natural. fr : m p/a, 

y las const antes ,-f y // son oval u ad as de las condlciones irtict tiles y C Ll Cj. C"? y C\ de Jas cuatro con- 
didone* de conturno del problema. 
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VtflRAflONtS I N MI'UIOS l uNMNUOS 


\29 


FRTNCIPIO I)E LA ORTOGON ALIDAD 

El principle do la ofEOgojialidsnd tic las fimeiones norma tes para la vibration longitudinal de 
barras esiii dado por la formula: ^ 


f L „ . _ a 2 f v dx. _ y dX,\' 

J. XiX ’ dx - pf-tfy X, dx X ‘ dx_. 


denude Xi y Xj son las fun clones norm ale- cle vj brad on. 

El principle dc la on ogon alidad de Lis fundones norm ales para la db radon traversal tie vitas 
tilA dado por la formula; 


X 


t AiA;li3 ' “ pf-tf 


" „ 0>X) <PX, dX, d-x, dXi d'X, 
Ai d* ' db* ' dx if' dx SF 


donde X, y A", son Ls fu.ncion.es normaks. 


VIBfcACIONES TORSIONALES DE KJES DE SECTION CIRCULAR 

La ecu ad on diferendal de mo tint Lento as; 

tft 2 (KE" 

dondc if = Eoriion angular dc] cje. 

■x = coo r den a da a to largo del eje longitudinal del qe, 
a 9 - cj^r/ y . C •* modulo cortwiK' de.. el«ticidud, y 
7 = peso par unidad de volumcti dd eje- 

Como la ecu ad 5 ti de movimienro dc vibra.ciones t-irsicna.es deeje- descccion vircmar es lamisma 
de la de vibraciones tosigitudinafcs de barriis. culiIcl - c r problem , \ resueho dc vibruwanes longitudi- 
nales punde aplacarse esac Laments igual a I os ejes sometidos a vibration torsional 


fYoblemas resueltos 


VIBRACION LONGITUDINAL DE BARRAS 

L Deducir la ecuacibn diferential de movimiento de Id, vibration longitudinal tie urui ii.Li'ra de section 
util far me, y artali^ur su solution genera], 



5^a u d d«p|s£drtLj.ri)Us dc imi KiNicifi?. tm-erm! ciukulerj d<s i- bn: i sx Empncti i.i delti return::. ,- f sn il- 
■quicr pnnlo X «: 


re 


— T. 


Parn utiu surra elsalcn d iifunrw cs ifj ’ E* ft dorutc l « d fflfriiilo d* e:nsttc:H:iri. ,.i.r(ei lii filer?.! <Jr teiwua 

«' Jr «sr _ f jj, j 3* 

S x: J = EA — 

JU jl 

v la luitm da Inerdii ei eA da dyruit p = ex la dcmidnel de La barm y A e\ ireu de \i tnavsnal. 

■ €?C- 

IgU.iiaruSu Lp', Uqs liitrius tanemoi 

c£ „ >A 5 2 m r 

£ + - -dx = S + 2 - T- = - dx a 

ur Q 

dflmle u 1 Cjf/y. Esra c, la kb Mian diierflnda] de mu^inuento de la rihnu-idm longirpdiiial de barras dt wystbn 
uniforms. 


2 

3 t$ “ a** 


? * ,r i 
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i Cap. 


m 


reviver esta ccuadon difrrmdaE suprnitfainas Ljue b solidrin & fr in forma = V rv ru-, u- 

zanilo esia en la ccmcttn de utoMcnio obLenertios: ^ 0 At * )TCr) Rem P'^ 


, &Xfd** 




x r 

Pli«» £• *' "-lemlwo do l» rqukrd. oo fancldit WtwiooM i » § « rwte do la dcrcckt k lunoidn tkek 

sEfiasr^ bi * ^ ~ — *• - — /■• * sss 


t + p^r - o 

cuyai snluciooea' sen bien conoci-dss: 


t&X/d#* -f- (p/tt^X - 0 


J 1. 1) — j 4 cospt -j- B sen pt 

*^ J '} = 1 tt* (p/al# + D it 1 1 (p/a)x 

tarn PCUi c* *M funddn it $ interne. y dcminii b ftm,* del mpfe normal de vibruriin consider^* 
JJaind ena «/, Lueso. la sofoaon peneraJ <fc |a ecwHrifa diferendal cs: 


/ 


= (w 2 M, BHftJ + ,en Pl t)(c, «|i^ + |> ( * B 3 ^ 

dnndc AyB it C, 3f D, sort «t m □rbitr.inu, -WmimiduA de |a» LnlriulH y de c 

> Pi tui rrMUenqis saturates del sistems, 

Una barra rectangular rie longitud l. y ieccion 
irasvcTsat urn forme lienc vi bra do ties lon^itudina- 
k^, Dcducir fa cctisoten de trecuencia, si ]<>$ do, 

2Mi “nos dc id barra cstan fibres, corio sc nv.jcsi r:i 

en. la figura 5-2. Ffe.5-? 

La Muclta generat <fc h eibradiu longitudinal de Was uniforms etti dads por (a ftmiula: 


contorno del problem! 


t 7 




tt(r, *) ** 


= j. ( ^ 1 co&Pi * + ^ - cn Pit} ^ cos ^r - D\ 


M'flde p — Vi T ir/y >' ^ = frci^ejlda-e EitLir&las id iLSLeqia 

Us Jg>5 ^ uc ™ wcrtios ife Is ba/« durante b vibraddn deben ser levies £ a ica «» ** 

f ^ ( = a »■ «w#SWS 


(A iC oa Pie + + = # 

Mj ™ p f i + = 0 o 


z>, = a 


t^a ei Ih eetmeita de freamneis, d<r la ciiaj pueden determinate Jai frecuendai 
loit&injdinal fibre 


P.L\ 

sat ■, — } = 0 

U/ 

natural de la vjta cue tkr.i vibracion 


J. Deduct r 'Jni± expresion pira la vib radon longiru- 
tJ:uu : librd du yju hurra de seed on iras/ersat dni- 
>'-"me y .'ingiiud /. que lieu^ un c^iremti ftjo v d 
oirg fibre, como se muestra en Ja fjizura 5-i. 


^ Flf, 5-3 

U soludon a^neral de la Vlbracifin lon e itudirtsl Jihre de barmi unifurmr* mi linda pgr la m&vm 

u< *> r > = ( . ,S f 4 i «MI p ; £ T B t 5CJI 3P £ i) j / C( eos ^ J- ^ I 

La fu Craa Cfc tension £Q el eflrcmo lire de la burrs » Isual s BTO, a f a qtle c | despla^miento err e| mm fiio 
Igdiil e euro, k ildcir que \m oondJdoites de cOOWfntJ del Mijblema son: ht),-- a er o (dto/dx) - o 

*m m#W*m de interne =n J a M ]ungn guhe^ MmM: ' {d ^^= *> ~ % Kc ™~ 

« 

[A t cos p t t -\- Bt sen = [u) saa ^ q 

(-4, CC5 P, t + jB’j sen P; I)/ - cos — — 1 = 

\ fl ay 



— ----- -^- - - . ■■ 
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VI UK -U.-H.FNtS tN MEDIOS CONTI KUOS 


fl;L 


D jea quc ms ---— — n y£i qm* Z3 f no puedt sc; igL^i a erm, Fn wriSCCJCnciiJ J3| = ,"*■ . daflde i - I , 5, 1 

toiices, ta esoresifri general dc ]a vibration longULdinnil a. 


131 


i b* 


wfx, 


_ v hz ' , i-flt is-at 

“ ‘“a - ‘ iKn '^ 


■dcncle a — v'^jr/y, 


4. Determiner \\is funekmes norm ales de la vi brad on 
loa&iiudm&l lib re dc una barm dc lomeitiiJ L \ 
sect; ion crasversal uni for me. i os do 5 extrema?. de 
In barry estan fljos. 




L 1 ^. h-A 


Puti k vihi^dAn : on^tr u rl jn nJ U = nari-is urtlYwr.- 53 . I': 50 It din ienen. es: 


u(-e, i) — ^ (Aj co&p L t + V-l) 


p; Pi ‘ 

CHiJ — Z + SCfl — JC 

a tt 


1-^5 dcaptazamLintes dc l& barra e:i sus ^sLremn-K son irinles a cer:i, r. sea cus iaH comlidoties ce 
(Ncpib = fu)*.-£ i>. kcmplijqndP esu-i cninllcicrt-eii j!c cort^Fi; cn u sg eiim ginerstl, ttfierM’i: 


coilornn kr-i 


Nj»s = 5 r, [Cl CUS ( P\fa.}$ - iPj sen - 0 

i s= i , *, , , „ 

(■“J't-il = 2 T i l-°L «rt ivd*)x\ - 

: = \.l 


Q: = 0 


o lift ajie Kft ( Pi L/i J.S ™ 0 y Pi = j'rd/A. fiD“de 1 |. 2, J. 

£((*} = f?| siflitrr/L, 


Por ianto la fund 611 formal d; 

- 1,2,», . , . 



5. L rtu barra uniforme, de iMciiud L m.u iitiozaknien- 
Le com prim idi3 pnr dos fuerzus tau^les apticadas en» 
s'js trxircTTios^ como se muestrs en izi figura 5-5. Si 
esus fucrzyti de compresidn se quitan re pc nun a- Fi^.S-5 

metiLc, enojntfar Eli vtbir:i clou prgducidy 

t express la coriistesi-in uniEarL en .n Llempo • — D Emoneti las condidoisci itricrales wilt 

{ji} ; _ 0 — cLfZ — ex, (h)[=0 — 0 

Para, ia vibraei6n I u n ftLiu dina. I ce bajfii eciiforiiiK k ialudau g.snei'i es: 

= 2 (h4 l cos p, t - B. «n Pi i>[Oj cm + D t sen (Pl/c 1 ) 3 ! 

ibUJi,., 

y £6ino ios iiiL-5 c,.:6m:s dc .a hdira s".an Ubr*.-., Is sclacEon se convie^i cn fvfeiie el piabkzr.a 

^ ^TT I ( , - . n 

i COS — — ( .^! CM — 4- fit sen - 7 — I 

E = 1, S r . * i L \ L Li J 

RempLaza ndo :a& oondidanti isidales en La seLudo-ji general, tenemos. 

iri ils _ 4. *, ir-d iirx 

Nt=o - 2 ^| — cos— 

IJ u 


m, t) 


_ v / 177 x * & 

Wfa - ^ A- ( cos~ - = — " 

L« ].,2 r - , f ti 7 j 

Por latino, Bt — 0 y 


J ,L . i-j-x hx r \ 1 V 1 - 

At cos cos — djc ^ L — - f3 cos-r-M 

n t L J A \ 2 L 


A^L/2) = j - =i ') c-ds (far 


ds dunde 


f , 2c ( ^ i=-^ , Sfre, , 

= fcos-r— dx ■ — - I Kcoa-i— as = — cos itr} 

■• "^d £j I'rr* 


Emgflccj, — i !$&/&** cuftndo/e* Icnpiir j A\ $ euftnele ; ci pnr. Per cen-iijjuknic In vibcaeiSn pruducida es3i 

’s: {oa 1 t x, ^ £■){(; os xVof/L) 

r ‘ f = iT3 r , . . 
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VI&RACJIOM'-S EN MCOIOS fONTlNUOS 


^ Utir barra unS forme dr tongitud L csu inicialmen* 
[c tiJargada pur fa acciGn de una fuerza axial P, 
aplicadii er su extrcmo iibre* coma j* rnueiUia' cn 
3a Hsti ra Si esta fuerza se quita repen tin amen - 
Ie cn 11 n lie m pc i = 0, encoiurar la vi brad 6a Jon- 
grtudinal resultants de la barra, 



Pig. 5-6 



* wpresa U eicmgoatfn umtftri* cn el dempn j - 0 Lj^u |m ccjndidocci ijnctalu ion: 

- *®I (“W = 5 


hr? 


Corno ie «pUci cn ri problem* i, la sufecion general para 'terras uni formes cm 


Ufl extrema fijti. v uft tiXSremo fj. 


ftcmpla^nrto las -ondtemnes iniemte^u Id s-alucfuh getitf*| icnemoi; 


U ( )|t( — 

Porcujiio Bi m a j 


IS A 4-CiS — fX, 
i = i, a, . 2L 


*»>«-. - 5 - a 

i = i,s„ ZjL 2L 


<ic diiT.de 


dOfitlc f « i,J, s. 


~ - T * ,Jf -> 
** Sen'— — rfa 

'0 2L 


X = X 

= ii. “ J6 ien Si - 


Dd cue fnadtj, lit vlbmoipn Fongltuiiiiwl de b barra es: 
S<£r 


Mli 1 , i} = 


M (— I s 1-1 r/3 i-x to- a! 
- sen -tt - cos - 


3 =l.lj, 


2L 


2 L 


7> Una barra dc secddiT irni forme y longiiud £ estri empotra- 
da m lo.s ttos extremes* corao sc nuiestra cn [a figure >7. 
La barra adquierc un movimiento longitudinal producido 
P m Uf,a veloddad consume U,. aplicuda en Lodgs lus pun- 
tos de Ja barra, en la direccion x, Encontrar la vib radon 
longitudinal result ante. 




U sulueidn jttfieral dc (a vihraclAi langjiutfijia] tic ba 


rrat imifomies con ambus extremes lEjps «: 


«*'*> - i * 

i — 1 i Si- ... . Lj t_. 


icn | 

L 7 

Las CUndLOiones snlqinJe de eslC jKobfcma SBn: (tt) f=p = 0, (r<J t=1 = Y a . Eitnnecs, 


y 

(te tlondc 


1 - 

•Ji 

1 

L, 2, 

zl i sen 

O 

ii 

o 

Sfc 

lj 

u(*, r.) 

- 

W 

2 

i ^ 1 .5. L . . 

n i"- 

Bj T L 

TTf 1 . 

cos — t 
jL . 

ti{5ff k C) 

= 

1 

1 J,3. . . 

-i-a jW 

- 




• L , . r 

I d 1 -T* r - C \- 7 f\Z , £ ’ i— -r 

— J sm-z-d* = r ;|Sen iL*^ 

0 I. 

ft — _ I i iirflr . - Vq L 

^ t ^ -^77^ = p^-fl-cos tV) 


i*“ 3 i % ■- ia n ‘-"' 1 < t 5 1 m |. ^ r y ^ ! ^n mando i es pin* Por [.into, d movtmcemtt rejuliame hi 

«fiE ^ 1 Irri t-fit 

fUX'i) - — 2 sieii-f- 

- LC t = t. 3. v* L L- 
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8. Una barrel d£ longitud £ «sia Rja en tin extreme J 

y Lsene d otro extrema unido a un resorte do cons- ip- ■~- -— — 

Utile £ r co [no ae mufisira en lit figure 5-8. Deduct r « 

la ecu ad on de FrecUendu del sislcntu. Fi«, &-8 

La csprcsldn genera de In vibraciafl tongicuAiml dc -i-ras unifoJmrt queucflcn wn esftrwr.o e-npnl radii * urio SLbrc. « : 

u\£, I) = S stri [j4j coajJjt 1 iP L <. c n 

L a J 

ctiildc , ■ « s| despUj’-irmen la dc uni sitscuii L - ^ s vcf . I igilq^cry de In i'jrru. <si in dircc^-in -» 


Los condsciLinc?, Uc j^siLoc no ion. Ii4*=<i “ 1L = Affi > j— i 

\vSXf / r 
' r J 31 L 


tor no tenon os* 


-4 


f Pi L\ AE Vi ftjg 

l— y • “ co n“ 


L^I 
■ r 
/ 


De j Ac^unJj. cuftdigiAn do con 

A£>: 


EflU 


( 'Pi L \ AK 

\ ti j ka 


Ftsui a In ^uai'iiEi. dc frccvcntici del littHnfi v ti Lb ccnsiiiiitcde slmiiuiiUul. del rissortc, 4, es osiij comparted ii co’il 

"a de Ll baiiii, : .an (p^L/a* -* * r e* oecir cufc 

PlL/ti — ir/2, t = l,3. 

y p m t w a;2L tt In fanciin normal rte In vi head in lonjiLuidiaal dc b.irras imiltirmei que [learn un exLfeffio % yumi libra. 


9* Dedudr la ecuadOn (line re tidal de movimietuo de la vibruddn longitudinal de barrai uniformes 
que iLsnefi un amortiguiiiniemo interne? dudo por la expresEdn <r T — E t_ H + <?f T . donde c es “I co-e- 
ficE ente de amontsuamLcnLo inierno. Rc^nLver la ecu ado n resuitanic. 

_i jr ^ n'Aj. 

Obiervomirs qye pan bnrras _ni formes Stti aroorriguiilmWlO. d csluerz-j as *- = fie- > noamts E i 11 '£.■• - 

For pure cl caso ion ArnoriigvumicntB in^rrno In caiacion dc mcirimienLo «; 


/' , 3 \ ri"w 3*u 

V* + *3tJE» " "sii 


Edhi 


rPli 


Pit 

Qi' 


p dz* p dt 3i" 

Lo irtEsmo que on. r h eL caso t:in Luiiorrlgiamimco, hajamoa Uj — A" i P; v E/p ~ <i m - Epioiiccs. 
tfX'/T. t - A'i r, dandtf X ft = &x/d±* t T ^if-T/dt* 

p ,, 

A? ^ 


CatlibLBTidft a | l-'iJc:: .dtieziLOi 


Xi ['' a-fj - -r £ ) = 
\ f> / 


a*r, - (cj/fir. 


Pi ics L- n qur si nn^i^bro dc Isi i.vjuhTxIa funcion 4nicamcnlc dc x \ ci mLe-bro d« La rfereciia rsneion 4t :. in;cnme.,-.s, 
caida. nm> de macm tiros deb* Mr Ijual a uiia ceasiacne. De eioi man era olmtemoA tos ccuaqion*:* -dafcrcnctslos or- 
stinaris*. cun — temp cocislimti: dc k «iuiiel«n jsntccior 

- - (S) T.-r^r + f-r, = 0 


(J) J Cl* + - 0 

I)C ij scuaciiln {i) Lectm&j 


p 


A T | = C, co&IPi/ai'S 4 F>iicn(pju)x 

■■ dc Srr ccuadnn \l) r bariezdo a; — C m p^/ 2 E, onLcr,emi-Ji: 

a\ + 2 ai f i -r P fr l = o 

.MVii SOlutOrl : icdc exprcsa-St Cfi Is l'i>f m 

T l = 4(5*+' 4 

innde \ = — a; — V^r? “ Pf ■ La soluei On sc puede red ucir a 

Ti = e-^p (A t uttfiit +■ scr, jff, f • 

decide Por tanio. k ej;presiOn gcticral de la vfbradon longitudinal tk hartas mjifcrmcs con amorti- 


*uti nstenlo miercio es. 


i e-^i* (Aj eon 
i=i 1,3.. , . 


/ Vi x Pj5\ 

0 t t 4 sert /?,t) r C, CBS X J ! sen ff - ] 
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10. Una farra de longiiud L ttti cmpotnda en ire extrema v ri cne m . 

eceaciSn do ° " n, "“ ,ra « la <*» «: O^cir la 


La npncte S=iraJde la niradon tonftu*,,! da bar™ a„ To™, o; 

[A: eufti + B, p. t) ( Ci + ^ R*', 


fctfr, fj = 


J = 2,2. 




J CAP. 


t 


=0, AE {—) 

w fzht\ 


- ^n. a cs ci area dt 5«c^6n Tr 2 ?h.=rs.i| 4* It hurra 

5 

Fij?. 5-tt 


0 C. = » 

dr,nd= r, - M ; «» p , t r B, „ ft i). Oe „ sc 0 tln j E Kulti4n * 

tlftp, p t L jJ,£ 

= — o p-- £ 

? «■ Ty - 15111 '^T 


■ cog ■ 


dundf y « d pcsu pur ui.dad «fe voEumca de Ea bang y # a* £>.' v f,.. „ _ % * 

IKn * - * *£■' ■" ^ «■ enionc^ la qaiflcfori d= (tauancia del ^ 

• V ■ - . nK “ t “ i * ZVm; **?(%•, ^ ‘ 

de la ortQgonalidad * '» «w#. * m mm i*smM * 
* ‘ ** m m mm* m 

a ±^ _ ^TJ_ 

dc nftc u.iii -.cilucifin ts «j = X-T u v t a mre w — y T f 

las iieuicntes ci-u^a'iancs d:r-crcnriaJc& &rJinjiijjj,sr J 1 r 0ntL ' 5t 4lt P f iv6 antefiormenica etas- 5ofurif*ncs cunduceu a 

mu t intagnniki 18 ! " 1 ™ CT3 etl! ' C ” i,0 '™ e P° r x i r 10 “funds par,*,.. restando I, una dc lj 
a ' lx ‘ x : + Pf x ,X, - 0 , bJ.TJ'.V, + pf . Tj A-, 0 

x x>x,dx * 

1*1 (■ 

° X t S,ix = I v» _ v v ,y- 

■’•■• ’ p?-p;L ‘ 1 S, *'Jo 

( I > Par. iarns qn. lienc „ amhns Mt , cm0J lt b (cl | u cndlciarw, da conroma w». 

- • ° m„o = ,.r % „ L 

Po:crsifuian:«. £ X,X,dx = o. I vt J 

(2) Para barra, a liBne0 un nJ(S y „„„ liljr4 MndlMnrJ di ™„ lllra() 

(P), = « - » 0 M-W = W)„ t ar c 

Por consaguioile. f *- ,, . 

I A f X s dx 


- C 


- o, 
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(W 'onrrai que lichen umbo* :uremg^ emputradOi. tai candid on-c» rfe cunlnffia n> M; 

«=e = = 0 a- (Xl,. ( = = 0 

’L 


For tvin^guiciue, 


C L 

J = 0, 


ConLO J A r L A'j£U — 0 « cicTLii at |&; C3S05 anterior??, entoncra. en senerel, =5 cicrta pa/a ia ^bndom Ifingi- 
tudinaL c!c birras unttbrnmis. Esit ci. put5. eJ prindpin dc | h, seio^O-naiiilad ili las Eunciorifc; marmstcs. 

12. U na burnt de seed on uni forme y longilud l L'&Li 

empolrada cn uno de sus extremes y el extreme It- T ^ f 

bie es hdtulo hasta que l-i harm tienq i\ai longitud 
in. Si el extreme litre se smelt a en un tiempo i - rj. 
enooniTar la vibracion longitudinal resuhame. 


l::i 


La ^oludfin y:>rn sts^I pan bams esn un extreme? do V cl 
: ibre C!ii.j ii.i i,l,i for h r’brmulu 


f- 


h* 


( 

J 


n(x>t) 


4? ir* f . i^ar .. tVni> 

■A «n 77 ■, -^-i caa tfj -rz- , 

3=t3, . V ISL 3L / 


Fig. 5-10 


Jond-L rt' v A lf R t tun ii.su r.ies iktetmlfimJa^ tU M» cojuLsdunm tnieiiScs del probic.na: 


i't) !>-(x,Q) = 

Ukflfaftfc La i3c(itlici6ti liudul f+ ) i enemas: 


tel 


(ith=Q = i 

i = 1.5. . 


JTJT £. j i.ij] — - fJJ 


2 L 


2 L 


S, = 0 


De la eonriicion Lisicui (v j. 


b(s, 0] = ^ A ,mT 7 = 

i = 1iU. . . . *.u 


L 


Mulliplicindo Lot dc< miwnbras tk [a eiuidftn {interior nor :-rn i-x;2L, 0 bliflamo-S: 

pL - •♦ - u-l r L 


C A tex h-x J La-L ^ 

j = — I *m m 


if* 


A* = 


2 U>»-TA rl 




„ ifrar j 

i --— dx = 


S(L V - L) 

^4=0 £-2><'-^/2 


iloiide ;' = I , ,i, j, 


P '? r tamo, la .Lbratibn innjjilddirial dc ia batra ti 
$iL„~L, 


K{*P t) = 


1 

j = i, 3... * 2 L 


13. nuAerminar la vihraei^n tongiiudinul faivada dc wnu barm uniforme de 
loneitud i sisjeia a una fuerza sinusoidal fo sea ^ r apiicada cn sn extre- 
in i i.i litre, cosi^o mLcsLra cn fa tlgura 5-1 J. 

i o ccuaeidn tsc inavirniiaco dc la vibracsin longinijdLnii] birrai. uflifiirmei es: 


d 3 tf 


== rr.' J 


S 3 u 


donrie u s±, si dcTpla?dmie'.lO dc min aCCC.jil Uistfersul oudluujcra de Lj Liirni ; a 2 = E\ a. 

Sea «{jf, i) * A UJ len mr la rorn!i4 icnctal dc tn MlucL^n para cl niado <*tadonario 
do La tiljracirin forxada dc la fcnrra Rcn;piaiindo dsia sxpr sslo 1 1 eti La oeuarion dc mov 
micjilo, obLu^e^iox: 

S*+-s3£ = o 

rfxS + a? ~ ° 

La ‘io'ucibn dc X puede eSicrtbir.vc ro^o: 

Cos. —x -j- £in - 3! 

rt 



bibuotbca 





F a sea 
Fig:. 5-11 
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y P° f tanTi> - ttix - (a *0 __ \ 

M 1 CD5 ^ 57 H ' *a- “*) Sfliui 
Lai OMidiMw <Ec raitorao tie we piohiema wnr 
« as ” 0. , k . 

IWj - 0 V por r.uicg 4 r = ft 


fin * = £, r 


C ■isa. 


r i05 7 inu( = **«□«* 


"3 = n ™ * 


Hue nes rjj 


LucrqIs] ^ihr^ieiirt fo^atl* fa |* burra «: 

ij 


Li ' 1 *L « 

45* a seE Ijt 


A, 


Affu tec e 


[Cap 


14. Una term uniform* de longitad L Hen* un «trenM lib-e ■ d nlrn 

x d r ( z7 u pr n,icn, 7 in r i<ia ' * - " 

- ura 512 QcanBar la del estasfo eswdcnario. 

n* ..Xrm^- **"** g ™ al ^ fc ia »** I-*** dc ta. 

0 - 4*0 

d '"" ie * “ a ■'<“ 1**1 dc un MO** de b ^ 

r.35 cundteiDiK de cant*™ de 'ittt. probfcma son: 

= ^sen«t fSWftFk B t - o 


r 


fir 




"T 

Ffjr-5-ii 


* " l,c!fc - a „’r Ztt # ' *<*> *• ,a r ™» S««< 

H Cfl - :lj P arcLal movirtiwntn. obtenemaa: 

X( x )^- Ztoiut = 

dir“ 

L* 1 siiluciOn ptsede iscribirst: 


&X 

d x n - 


*-X 

h- = y 


y pop [into, 


y M = A r .c«^ + Jt 

a a 

“ feI) • (***“? + 


1 1 




Dc b priiittfra condieton He enilonto Ecnemoi 

U(0 h t) = A y srr. pit = ut ,, ^ A ^ p 

- ^ fj seeufida wvadAn de contemn, 

(^a/datl , = ill _kt „„ j ul£, I 

Por w ««h «■**). « u d!da ^ f4rmtliB: 

V{X - A [«*f + «n f 1 ut 

«*« m • *-«. ... £ 

■ ^ JOr - a ‘ 10 J - A ' l3 3C aprommara, ie6riiaHiKntc 4 a i n tjn Fto 


VIBRACIONES TRASVKRSALF1S DK BARR AS 

15. Bmhdr la ccuacidn di&reucial de movimiento de la vibrudfc, „ asvW5al dc las 

iirc ™ ci ‘' de fw * = a m * te d e „ f3i ,; tad . tn ; dc 


«fl - - 


{/) 
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den tie £7 >c go now go.tio .1 rifidez s ;a flexion de Is. vi- 
ga, jV/ e& el rn oir:en Le Jti Elessia til utia stCeifln {f&SWJ* 
*>±. eualquicra y • s= is defiexfon d<? v.£ < Supotiiend* 

que cl « J elcrivando la eni!lcjt>n i doz ve- 

rei, (Jprcn cities: 


O 





isaaL 
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* 


-*|dr 


El % “ ~ Q 

0) 

E! 'B - • 

0) 


dondc 2 C» Id fucFfa cnriunte y m In lfitcnsidsd cE-s uaFja 
bn las vibradnned Irziversa-Hs libret de -.Ijai qde 
nc Ejtfnefl ca^a e-:f 4 HVi, « ft<ce-.! fin urn- .tierdr Ur. !.«• 
de Ijicdcfii — yAf?) a ints-dti;j , i de 

inn'll j. lo UrgO dc !Odfl .J IfllSgtTun ds Is) vigJ- Ahi. Ii 
ecuadcn (j) queda: 


FI 


?sr* 


yA cJ-jf 





l- trn 


:i - : 

TW 


■A 

+ d< i* - 


0 


If) 


Esin ts, emoncev l«i sequdin difcren^tal de echj^ ii [iLejtdo d< In vibrndAn tiaivefinl rtc vi^n* tic «Gfi-&i [rMMcrsat csnslani-t, 
H Tilde ?t 5 3 lent do t- ■menla la :i_qidez y iiitrum insvcrsa; c: L r£I. Otros etccrui, t.i cs ccmo el a me nig "■nm c\- 
Lzrrm. Id dnstioieid de to* Csj'nieaiOE, ;as fucrzK 1*1 ; ids id JfiGrsifr mUmor-il pueuen U .:bx:‘. W' mcurpolMdcw, n JLii « 
iksdu, 


16 . 


Damn mar ioa rviodos nor males tfo L> vibra- 
tion tfasv*f$a 1 de una vip simplemenw i±po- 
yada de longilud L y seed 6 r traversal uni- 
forme que se miiestm er la liguru 5 - 14 . 

It ecu am. " t. di ferencul de i'ml vJniitJUO 4^ la v|- 
btAC^n trJwersaL de vtga* d€ IfCCi’Sft 'Ur-ififrmc es.: 



V 

3 t l 


= o 


SufiDl.iillllCi qur y - A'<r) * Ttty, fteznrl ’az j " d u 
CT-R exfrssij?. ct. .a ecuacici tie -:f>vi-ieT. 3 v, o?:ene-os: 



jlf, — £.tv%vi:% 


X T 


£X U T = 0 


dandc S.' lv = ci+Af/cfr^. Fm winblin ptede fleribirtf 
™ mo: X' v /X = -“r/asr 



Xt — sen 3 vz. L 


Tcirr-n ^1 T^rerniro cc Is ;iqulc"dn es fund on »:.■ 
cnillCLire ilc x y :l de Lti tlet'Ccha ii funcic I d“ircnmcnLc ■ 
q<< (, cvidil .uritm^rO dshe ■>?!- tyv l! 0 una •wriiT.’inte. 'ysd 
e?ta cjnsLanle ,? 'jo L?e e: : .tz lc:rra& ii-n[‘4f.£fTl 0 j ”C5 

eciiacicine-i iHifieTcfluiuIp o.Jinai.n; 

[i\ X lT -ipW)X = [ 2 ) T+p>T = Q 

Li scl''Ci6n <tc ifi ecu scion »7i si h.nv .-aiiccida: 

T{£J — A cos^^ + B ?.c7l pt 

y Lu SOl'idbn dc i ticunfod L r ) W de Ll forma .1 - r u „ JiirvJc A - ft, -A, t+. —it !/ ■>* **' 

.pbC-dc 1 rjcrl^irse en In furm 

Z(i) = C j cos ?cjf + C s sen Icj- + Cn ccsh fcs- +■ C 4 scoh kz- 

,'i Ciicoa As — coghA;nl) + C^en ki — sert.h kz) +■ Cj(cos As — cuuh As) 4- €' 4 (^e'i k? ~ ienli Asj 


p 5 in 1 , Lj sfliud 6 n ^sn C'A 
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if 

A a 


■L*u 


M 


WBRACIONE'S EN MED3QS COiVTlNLOS 


i nando 


I CAP. 

* — * W& m mm . 

m,. 4 =o. -&kr#*%; w/*^ 1=l 

mm **#*^ ^ y Cs 

iX) * m * - c 4 + c a = 0, = _ c , ,, 

>■ de estaa do* ecunciontiri 1 C - £* . * 0. ^hwa. ’ * 

^-r-i — C a sen JcL + C| refits ftL = o 
(^.Y }d&) x=L ^ sen kL + fc=C, scrfh kl = o 

yj!a, ™“ »0y«nJti« 0 . Enio™, 

= -is- donde i — 1 . 2 , 3 . . , . 

Li* Jhuiencias futuraki mi^ dadas por U JUrmula ' 

*""*** * ■“■*“ W ■» tf™™ mto, nof^S*^^' y b ,un ™““ r '™» « Jf, = „ Wt. e, ,, *, 


las cors^tcioncs de comortta de t™ *»*<■ ■ \ •+ 

5-1 5(h). d " 103 d0S ,rolad ™ <J« se nuestaui en las fig™ 5-) m v 



J 2 




0 dbpfoumiciice y la ineIJrueMjn ieiMlci eccraen eln»ti» 

***** m • «* Fuena " 0 ™ pM,i ‘ <1 "' " iCT “* 


cue ec cl excrcjHD ;ibre b fliers 


» 3 1 

Jj = L 

£1 sc rfcsprcqja |j inercifi &i La tori It. 


fjr)x= v = o 

= -E M 

ff 


-=L 


U'y/6x) I= „ = q 
El 


*1 


dx* I ~ <J 

L 


* m, “ ye ’ «"«!* 5 ! 8 E£ *• mm . 


Elpi 

fix- 


-i = L 


f]/l-(an — o 


— -t 6 v 


Wtey^o - a 

£/ 0 ] = **w 

Jr*t, 


i* 


irumnaT latcua '' 1 ™ de rrecu ™cia deuna visa con ambos Mlrcmos tlbrti qu; ii eM una vibracion 

^ ^ " P! ° hlMi " ™ * ^ ? ’* * -* - «— ■ - - « lt ^ ( Jc „ ri( , . JKC 
w „ 1 = 0 . TO >,_ 0 , a mm***, 

It forrm*: ^ it5jlJBjn dc ■■ ^netf n norma] para }» vihratj^Jn tfiivwji] ds bairas. ft 


1 = Cl( ' M fcl + coahfe| + <«“*■ - “* **» - *v~ ^ fa , + Cj[K0 k , _ , 


kx) 
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De SiJi dcs prime rus comlidojws cc caiuurnu encLrEirajius que C ; — C.\ - 0 v par tiinLu: 

X C l{ci> sfra! 4 cosh -r C.f("-cn kt 4 frj) 

Oe be. 4jirJ!i doi ecmdlduncS He enntwmh uhtenerirt*: 

■(— cog kL -3- cash kL)C\ + ser* kL 4 saihfrL-iL-g — 0 
(fcniL 4 iiiili kL)C l — {—cozkL 4 cosh ftL-jC;, — 0 
tLculvlendo earai ceimdunes paru Im ciwwtfllllej C ■ y C i, obtcneflws ul siguietilc dswmiiiMiW! 

4 coshftCr) (-xn kL J - Mull kL) _ 

kL — senh kL • (--CQ3 kb 4 cdstiiL-) 

Dcsarrnlkndo dciefTniaanle aMenennoi: 

(, - cos kl- 4 caah kL)- — («nh : ' kb ■— sen* fib) — 0 

-£ tts&hL ooflhJ&L 4 cot-kL 4 cositf kL - scnti-frL 4 wn a frt - G 
cosh a fc£ - smh 2 kL = l> cosH-E. 4 san s kL = 1 


o 

Pore 


y ppr uriio k CSL10.CMT1 dc frta.-iJjC ■■ cs: 


cos fcL tosh kL — 1 



19„ Dcducir ta ecu a cion dc Frecutncia de una viga de 
longtLud L que tiene un exircmo empotrado y el 
ot^o simplcinunic apoyado, corn a se mu^U'u tn la 
figura 5-16, 

Lai dcfksiGTaes en M1WS cictrcrncia son i^nales 1 OSiO, 

asl oomo Li Itidiaasin t# ^ 5 y si manveniu dc F R. 5-lfl 

floaiGn cn x = L « tifei:. , 

= 0, (Xh=L = & [dX/dx )^ a - 0, = 0 

TiJiPcmtw la «Luri6n gcn^iiS de la ftmeifin ftbifeil pur* la v >brad4n iiwvtfsal de barnrt uniforms* sn In forma 

X s CttoosAiar - cicsih It * > 4 C H M (™ frr - c»b M 4 sen ftx - -enh fra) 4 equate - -ienSi fr^‘ 

Dc -> 0 cnaonuftinte que C < — D y dc ^7^1* “fl "" ^ 1 = ^ ntc ' r :ccs. 

X ~ C 2 few fc* - cosh fci) + C^lsen kx - imh to} 

RemplazandQ k, mndicton^ de {X) T=L = 0 y t&X/dx±) s=u = 0 CR k WlA ****** 

(tos kL — tas.li kL)(' t 4 [i c u kL - s-cnli kL)C t — 

— '^eos kL 4 cosh feL fC: ; “ ^saiv kL 4 scab ^ iJ 
La r-cluddn nn trivial para Vi y Ci sc mctientrs isusb^do a ccro d dcicrminarae do las ocuarioaei antcnaies, 2S d«ir, 

{con kL — cosH kL) 1 sen kL — senh kL} 

— (cad kL 4 cosh kL) -« mu frt 4 v^h fr£) 


= o 


Dtiiirrollirido Cl doiorniimLOtC cibupcm**! 

sc! kL cosh kL 


Uiego laiCLiac:dn rrecueaca *-: 


cat. kL Hcib kL = 0 
tan it L — tsnh kL 


26 . Dcmostrar que las funaono normulcs de la vibration irasvcran! de barras son ortogonalts. 

Lt: ecMso^n «jLcra] dc tj viUradifl tra^tiiil dc bufriu 

^+“ J 0 ” 0 
it 2 

y li sduLuSn ccitcipondienLt Ca! 


y ~ X[A qoS pt — B sejl pt) 
diifid? X es la fundiil r.orrnal y Uni dc bs entadoncs restliLflDtcs & (ve-diO cl proin'cTtui 16.1, 

&X _ jfi 
dr 1 




in 

(/i 
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^ ^ H ° n <foE rundsJW:S M,nia[es C 0 r fespQE,dicnieH a dos mcidoi nml* dg ribracttn, tctstifli lu iI^kiib 


g^A t , 

P? 


= ^A, 

rfLV, 

flX' ! 

. f r ^ 

oT i r ij 

II 


Multiplicand* la «uacm (4) per *> v Ea ecuacicn (5i porX, v rtstajieo *f) de .5). renews: 


ne iJ'-rlP? 


Jj ?! 

* J, 


-P? 

5 | A k Xj dx 

■a 


r- 

^ — s 

ft. ^ 

1 ^ 

% 

II 

1 V 

P»J 

cPAj 

. &X-, 

h 


dx 


t ■ 

T —J~ "TTB -T— 


_!■} 


La.- ULindccfoflCj dg cu [Horne SCm. 

! a ) U !t sTtru nio lihre: ti meeftfin to oe ficxi A it y la e nciza d e cq rte joh iiuiilcv a «ro , ii duclr, 

^A7f/;<- - ft, rfgf/tfaa o 

' '' ^ :| M| - -^•'tliiO sii-pikuimie apojjJo e[ mctricnM dc ■ I ck i-Ati y 3 j. lIc llir^ci 6n JOn founta .i L'cru, a dear 

tPXfdx 2 - Oi A" = 0 

I c) Parfl |.|[1 fialremo cmpoiradn: h dcflcui 6n y la indfinigiftn ion ijjuules a giro. st decif, 

X = 0, dX/dz o 

Refnplaitiid-n esms MrldiciararT dc gcnlvrru) ca la cgiwwwn (7) cibEgjicftiEla; 

jf A,A T /(/i - ft p i 0 i 

gffig fa cwdiaAr, dc ar^mdidjid rfi lt« tuvinne norma l«. Hn etra* pslitn* bs 
•norrrii.es cfe a vthr aa6n irajversaJ Ge I of casos arrEbii maiden ados. .non Of logon 


2L Ucmosintr que lai fandones normates tie Ja viga que 5 e muestra en la figura 5-11 son orcogonaijs. 

— -frrj 


/ 



Fig. 5-17 

La cn. i?dici5n dc uftojen alidad rfi Jus modes normalcy ppeds e^pritarw cn la fijrrna; 

f m m - ~s&k M 

~ Pj _ J dx dx* d% d 1 ! 2 


L 

Jo 



I 




j j; 


-I- 


— n ci:c clso, r^ra j — L L^nemoi: 

■V( = X, - ft. (PXi/d^ = a = 0 

y para a — 0. 

A\ = Xj - 0 r dXjdx = ti-X/dx - ft 

Bemjrtazanclo cstaa e*ndsripncs dc mnlorno cn fa ecuaddu que expresa la cumlidftii de orEugonaSidad, encoitiraniDi 
qti; la -5 funcione^ norraales Mn arti?gcnaie*H =S degir <iuc. ■ 
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22 ♦ Esmdiar la condition de ortogoR alidad de las futiciotfcs normaks dt \& viga quo se mikstru en la 
figura 5-l£. 

L-p cuncicL6n de ortolans'll Liiad. pars La vibracidn ifasvti’ial * viiis esii dadu per. 


J w = ^ 


. rP.V, tfLV J ^V. 42-Ti 4£ L ifATj 

'^' l i- 1 ’ ^ ^ da? rfcs- dx rfx’ a Jt 


donrte v : y Vj son las fuaeionffi n^r maids 


Eit .ic - I, pi momenl Je fission e.s i.L i:il j rtm. eg itccir 
qu£ drXJdi- ~ •1-K.Jdx- ~ LI: v en cl extreme H jo la 
■dcfkniitl y 111 indinadon SOti igUttlts d cem. ** dcci r CjUc 
dXjdx - dXr/dx = Z,- =r X f = 0, 

Por tinea \'1 :jndi:ibn de lirtu^ynaEidid ^uedi ct .-l forma: 

C L ..... _ _a- r_ *>*-,_ .. 

J„ AiAi " pi - p?L 3 J I=( 

Pero cr. c] etc re— o Ll'em-c dt la vfga La i'ucrza cc-rrant-' a 
ijtuid >i In Pu cf 7;i = I ,'iSC I Cit. eg. \-iir qnc, 



Fig. MB 


Q 

la? 


jfcZ, = ET[d*X./dz'*) y fcAj = ElWX-./d^) 

qt:e j| — {EJfkJicPXifdx^) j Xf I Elf k 1 (d^Xji & t 1 } , de daede obienen:i>s j X % Xj rfir *=? 0. Luejtn 

j fimd'Qaes normal* ian orioeanales. 


1$, Er la flgura 5-19 se muestra una vign simple* 
merits apoyada de longitud L, En el tiernpo i = 0 
se go I pea con un maniiJo unit p^quent: port ion de 
la vipn. a, produc [enclose cn csta porci.6n una ve* 
loci cad inlet a l Vo. Encontrar las vs brad ones tras- 
versales result antes de la vigu. 

Li espmiin geneful de la wbfaddtt traversal de vijjiix nimplemenLe i poytntts ts' 



m « “ 


ti-3p 

«f| -j- (A< £J<?r p , ! + lien p, 1 1 


Jond^ Ijis cpnitiimes At y 8^, »n cviluijtta:} de til e<sm4ie1an« inielulto y p t » r 1 /A i . Hacienda ( - 0 ffl ti 
exr _ ssL6r.itnleri(jr ■ te "A rkrtvad '• cc egea c^prcs iijn enr rcsnecM a f, tcnerrcis: 


:gior ^tn: 


^ A, s«i 

in ir 


n - 1 

St- 4- 


r.HF cnadicioncs iisiciciki 50 ^! 


J jv = 0 at t = u 


V ~ V 0P {c - */2i - t - l* 4- s/2) 


y pur r.anto ^II - 0 y 


iHe+i/ij 


1 - i, 


% Pi-BiSen^ 

£j 


3-tfn -f- r is 

Li 


Si = 7 


,'- L i) 


r a vt i 

I p|S| Jifl “■ gen - f Vq 

L> i L ^rc-*.£2i 

— sen — ( 2 sen — r - , Par caasiisiitcnK. la VLb.raci&n ct la vifii Ci. 

■Pi I \ 2L/ 

. .,, STb 1 iVc i-J _ . Trs 

1t(* t t) = -7— «S — sen -7- MU ~r Md Pi ! sen — .- 

1 = 1. 5.... Pl tj 


24* La vibracifirt dc Lin it viga simpkmfinti apoyada que tlenc a pi lead a en sti puiuo medio una fuerzu 
pulsaeiva Fs cm u ?/ csta dada pot la formula 

2 3 f s ^ ... <-*y ... it „ - S4n ^ 

j 


. » ^ 0 senls/z , irrJ / 

f > - AT/: (Pf - Jt TT' V ' cn 
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en La cual = iVWL*. Dcterminar la vi bra cion de la viga si la ccirga se a pi tea dura me medio 
ejelo, unicameiiLe. 




. 4t out .« qulta 3a cni£ii pulsattai. « dcrir, «[ Etna! del pertqdu La riga iknc upa vlbraciAit libre, cuv^ 

co-ti ditLont? initial es klbh regidas por la fuerza aplicuta ai final d <H i-nedin dele/ 

La Ciprraon .ccncral 4? ; i vitracLSuj de n n F- '^i?a e<: 

^ f *■ 

= 2 — (A: cos Pi r - £■( sen P[ rj 

dotide ?■ e? Cj tjempo trasanrido d;±puS£ de qae 5E ha qukaefa La fue™, o sea que T = s - T / u . Y d= Ess eondidonei fai* 
da lei lefiCTnos- , 

2pF a * * saii-/2 ft- 

T/[x,r/^>) — — j — 2 7 --^ — 1 — =r — ■ Sen ■ sca^L“ 

AyL “ w-lpj u L 


ft , . 2ffF a w = 

■y(l.r/o^ s= — - 2 

AyL i = 


irffl i-/2 f . p t r\ 




(O CUil Signifies- que 


T)t=d — lf(*,ir/u), tf(* r rj T=a = yfftr/u) 


trr* 


y(K.T) T=0 — 2 ^[Mn-T 1 , JffeiT) 

lm\.2 L 


t=q — 2 Pifl| sen ^ 

1=1.2 L 


Efl tOtOifc, 


-p F'o •-' v sen ir/2 ft ^ i'tjc 

j r ■“ fJiS ' ' 'f it El 

Ay h ^ = E , 2, (Pjj - — “ft 1 ft id L 


iv/2 { 


In lu^L 


da 


AyL uii.. 


i. 1 +■ COs 


~) K ' 


■V t in’# 

-i .4 r sen — — 

i-na.. . , L 

^ es 

*£ KH -j — 

1 *■ L 


j — y - v> ;>ifi iWZ /P\ ir 

£ “ 4-;L"i = l?. . (inf - scn 


* = 


sen L^/a f Vt*\ 

AyL i (P? — u-)Pi V u. J 


a ^ ™ 


V E»r tanLo hu WbucWfl litr? dc fc v3gi esii dada por La ftrmula: 


y(^P rt = s SCrt '^r-lAi eoa ftT + B { Mfl ftT) 

i - 1 /S, , /.> 


dendi v ya ban ad-U dElermiRadili-. 


25. Una vi.ga de tcngilud L < 3 t;i aniculada en un 
extreme y ?] ocra e^irernc? cs levant ado mi a al- 
fura k a parisr de 3a posici6n dc reposo. couio 5 e 
muestra en la figure -"1-21- Si la viga cira como 
un merpo n'gido hasta el in scan te del impacto 
\ no re hot a. y si adem^s se id pone qus no hay 
pefdida de cnergi'a. encontrar la vlbretifin libre 
results n te. 


Despucs del impact o is viga sc coir-iefis en ur.a v-ga 
.urtpEememe .npciyacia. ctm ia]ucE6fi 



*{*, t) = ^ 

(= 1 , 5 , 3 ,. . . 


Pilf.6-21 

wf itid + /?( eas ft t) 
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y 3U,. n.nri(fecioi'.ci inicral 1 -, sun 

( J > &)i*±4 = 0 is) = ** 

dotldtf v Ci la aneul^r tit ..i viga -n d instance del impaoii. Dc :7) otnenuatt ff x = f> y de (7), 



UX = 

l^i|n 

II 

WJf 

JLa 



f L i 

L 



5 

\ ufr -sn — . -dx 
i^a L 

= &*pi r 

^■arSC 

ECTt — 3fl 

JJt 

n '-~dt 

Lf 

lit duftd-5 

A, 

2uL 

- — - — CHS, i- 



K'Fi 

Sipi.Hgunaji q^= si «(lisD de gfavedid esiA en d Lttiiro is la d.Gi; snujiwe*. ptiesi-? qiu- 4iE_C- - A H_P r , IwierriCs: 


¥#* ™ - ja^a. M - 

P^r cunsigiientt ..a i-ibradon li:ce ce Is viga in el mutant? dc? :— ipacio csJJ dudj p-ir h fdrmuia: 


Vi*, 0 


2y 3 £t A 


N 


J Pi 


f— CO£j fV> seq Hr, Pi t 


Una viga simpiemeiife upoyada d< longkud £. *&* 
porta utia carga ujiiformimente Ffp^rtids di in- 
t*rt Sii-dtid to mo se ftuestra en l a figure 5-22. 
Ertsomrsr Ui vibracion r^SUliamc que se produce 
eft Ja viga cuando la cstrsa se retira repcnrinamence 

Pirti liass iimpiijncjile apoyadas, U sxprssiijn general C; 
b vibratiiVn :fUS . srsaJ Libre <*; 



t) = 5 tcn^t^eeapij + ^ SB1 Pi tj 

i = i., s r . . . £j- 

H^-i;«ado - d cn j CJLirtsiun m:e:ior } rn If. defied 6. ds esia ejcprosi&i Co- rasiweto a i, osien tnuls: 


Jj ” 2 Ai -sen rp = 

■C 

-1,. 

Fs^t sect ^ — 0 
b 

y “ifi '=■ 0. Cvmesflt— (J, £/[dV/d« 4 } sa IF. entdnen, 



SI 2 = 

J = l, J. . , . L 

IF 


• *■ - .£./ •■“¥*- S6»— « - 

4L*W 

ffitM 

donds i = 1, 3, S p 

Pi-r cofifignlinic i vihracicn d-c fa vig_ 



. A 4WL* ^ l 

,.JS7 ,1 ii™* 1 

frt 

“ ~r 



27. L nil cargo cq nos n trades Fi se apticu cti '.in purtLo dc utia vipn. sJinplerntria npoyada, cumo se 
rtmesira fit la figuru 5*33. Si U carga Fw if quiia repeat moments, ^que v\ bra acres ier.dran lygar 
en kt viga? 


F a FiiLt — w i 
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Lo nstmsn foiural tie In vlbraeiHfl d= W|S» limmcnciiK npcyadii « 

* ,<ar ' C) * i= ,2 1 B>'^('».Ma ft i + c l!eF] p. e j 

--Can laacrtuadadcca, r M|Ml a af , iemp<) 

t,hmi = *<=» = 

fc la condicmn infcial eb(errcmo s B\ = 0: snrojiCM, 

v( * h 0 ^ ^ _ 2 At sett -p eoa jjj t 


dly 

dz- 


,_ ; i i\r/L F coi C ths _d l £ 


^ ^ SECIi<fa 3 * =° rtariie d lo ]ar S° d = ,a $$ !** ^pTtsion^ fcWittafc 

. 2 cos^ = Q/ff/ 

cfotnJc Q ^ | — &}/£ 0 — jf ^ d 

I a — it — £, 

Multiplicands l« <to. mtcat™ dc k =xpr«,<S„ ante™ m cos ,„, t t iM=JflnJ( , 

fj C «}/£7) cosiSV 


.A| = 

R^pl.mndo Is. eiprcsidn cc q c is eeuaddn .an:crJftr r afartnanu: 

' i'^L-1, £*? C °‘T rfl " j. 


A7 

j- [jLn.Q. ;,i vj oi rlt ; vig^ ej,; 

'Ufa, t) = 


2L*F„ 


n ■ J lift. _1 (ra 

— — *fl«— rfa I ee 

BI L J (wj r. 


3F„ ^ 


X 3 „ i“a !>r 

sen -nr - —t" cos p< * 

Lf It 


d El . = A .. « 


28 f L'na fuemt umform entente dastribyida de imea- 
sidad fi sen ,..r se iipfica j tin a viga simpfemcme 
apuyadi de [ongitud ctjmo se muestra en la fi- 
s!uj.j 5-24. Deter ctiinar la vibracidis dd ^stado es- 
tacionario de lu vie;i 

La ecu Boon generiJ dc [ a nferacien iras verm | de bkrrai 
que [jener., n plica da unn emeribr ea; 




J ZJL 


E a g 


SC;1 i£f 



e£ f “ ri^l Ay 

dond£ £7 ' = E! ^ A y ’ H “ irea de la s«ao«i tr^va-nl, y = ncse. espertf^. 

5 l ppngam qs tin a SQlucinn partLcuitii de In J'Drm^ 

yfr, t) - .V( 3t J sen at 

ftcmpiacuntrts eitii vctaVt cn h eeuadrtn g^tertsl pra ^jbLcncr: 

tf^r _ M a _ F:, i? 

cuya wludon complex «; 3 A ^ a!! 

X{af} = Ci ^ ^ + ^ SeTl a ^ C, C«h r -t- C, ienh V® s 
En es?c L -dso las c^ndiciirncs dc cOTiLnrn'J >mv 

ail=fl = 0> = 0 f*w = 0, = 






= 0 
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De Inigos pdrtierti wndJcianes dt fcwfde ifisemai qnc C % = C a F Q ff/2A-j^' t v d e hj curw don 


C 3 = 




JJail (v'Vct Lf 2 )„ 


C 4 - ’ rtt ^ UiSih (V^ t/2) 


KAyw 

Cumts y(x, ;) = s«i ur, cjiicncH Li librarian dd estado citacaMar-Le es. 

F ufi r f W i[V^M! - *)] cosh'v^(W2 - *}■] 

Ay w 2 1 "' 


ir(®, i) 


— 1 .■ sen u£ 


£ eaa i y'Wrt 3 cG-iti E/2) 

2®- Deteririi nnr Is ecuaei6n do rrccucn citi ds la que se muestra eii i a figura 5-H5. 

Scsn X\ y Xi las tun non rs .lorittalej. tie Is viga L: 

Mi’utiijfl gtcn«j; de lii Tufi ci n ilcs na'iii sites p^edi tf starts aj se 
COj-jId; 


A - : * dftCOsAtfj + f?| cosll fcl, + L\ KciifrjC, 

+ He^}; fcj-| 

A’-i — A 2 cos &?a ■■ & j uo^h Ajs 2 — Cg s«i kx- 

r scnh kx t 

lis wndicjonc! t-ic comp mo not: 
en ?! — 0 t 


ea x-% — 0 t 



Xi = 0 

(J) 

ert x A ~ Lj 


A| = 0 


dXtfda :j = 0 

is} 



-dX. 1 /dy. 1 

m 

AV = 0 

is) 

cn “ L r 


A s = 0 

(7) 

iLXtJdxx - a 

m 


dLX.Jdtl : ■ 

-d'LYJdzj 

m 


l>; :di condicLDJics (S) y (J tdciemos qur A \ = --£f y A. = —Bi. Tenittittu esla er. cuenU en (*] y [4} ob-toicmcs: 
Cl D y C r = — 0 f 

UiiliZEndo |J) y (7) teECniOi: 

A-|{d &s .tL — cosh + Cifs=nfc£ — scnh^L) = 0 
A ; ((!p.i h'L — cosh kL) + Cjf«eifr£- *tnh &E) - 0 

pnr tgn[Q tj jf y (• jUiedert e.’tprei.'irt.r cn t’utldflJl Jc C y Cs. fes pectin Nmenle, n :c.i cue, 

— Crfsca kL — ;enh kb) m — kL — scnh kL) 


4, = 


A i — 


[cflsA'E — cosh kL) 


itos kL — cosh kL) 

lie Li& Cdndtciupe^ {(ft y Lenemt^. 

—4. (sen kL 4- sntEi 1 CjHeog fc£i — -eogh ^L> = /i 3 »scn ir^ + senh kL* - C~{v> i ftL — cosh^L) 

— - J _ i [cos-^! r J + eosb kL) — Cj<ssn kL +- ^-enh kL) = .4 2 icos kL - cosh kL: — C 3 (&fr: kL - 

RimpLamndn I a f cvprcsiorttS dc .t > .4: en J^s emciores Bntsrinres v rcsolvieado esiis pa^a C\ y C-. 

kL coah kL ■■ cos kL seats AiLlfl — cos kL cosh kL) — 0 

y dor litnto III 5 s-rua.ci otic^ dg fpKUSnciid .top 

cos kL cos,h kL 1. t-uniri = tanh kL 


senh .^L) 
sacunl'ETOoi: 


30, hncontrar las eondidiqries de cuniyrno do hi viga contin.ua que ie muesrra in la 5*26. 



Siipongdmos que la jjgidci _L ta Jle.'uan ds la vir.i e? ignal «i |*j r rep [jamUh. La detlexicn =" !qs txtrerros y «! Its 
ftnp.irtcy es ijiuil a uem. Gs deeir tjUe 

(Ai) Il= o = (S'i. l r 1 = L = t — LTjj_ ;|=fl = ^ s ) rj = i f. = & 
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Ll tntlinariJtl cn ki.s citremoi a iguiil j Lero, 

(otrT t /daf,} iSi-0 " ( dX s j • . l ~ (J 

y frf-Wdfct = idXafdxtJ^t. idX^t 

L,os mo men ion de flcsidu cn I os iOjx.'iis.s sc puedcji c^pre-jr c^mp: 

{Ms/da^L = (tPX a /ia:Sj r# = fl 
For tiOrlsL0iii<n1« h«ly veinie cnnditiimeH iJe rnrromr para vigiit lIl - ires fr 3 mor 


V IBRACtOISES TOHSIONAJ.ES 


31 . 


Deducij 1 Iti catadon diferenciai de mos-imicnU) de Ea vibradAn torsional libre de un 
si ia mas a del eje no cs pcquena y por t:int*s no pueik duspreciar^. 


eje circular. 



Kif, 5-27 


5upHrj|Jirnii:. i|Lc Li ucf.inr tcLOfl Jd tjc durante tu vi be uuin 1 Lo:U<)n^C c> fequg; i, igc-rtd que NUseccsin Lr_ v<rj;.| 
[KrmaiSftcc plani* y *us Taci-jj permaneten rectes 

Cj[ciu ±e jnd>ca en l\ f'guri SO’i.jjj. y ccji ha« en In iMtsicn^a de material**. i! rncr7.c7.Ln de t-rsion que acij. 
whi^na ssicion traversal cunJquiera cv 




do " ds 


G[ ,m 

? \03f J 


dffcx - ,'irguk dc iprsi^n UuJ- nnidnd de longriud del £je. 


G = n^duic CC-riinLc Je ebstigidad. 

i p = ntomeiHe polar de krtrifit c&e la sccci&t traiMeriaJ. 

(A vtm Gfp ;t doruminu rifider torsiorinJ del cjc.1 


El mrimcnto de incrcLa dc un elemsiuo euulquicn dx *s i |£uaI u 


t «*<*' 


dondc y - ptsu pus: uni dad dc voluntcn del r*c 


Sc puede cNcftblr u»a eeuaeiAili ($.«$ taprwed movEmiervtD rotitorlfl de un clemcnLQ del ejc. cowidcrandc tt rnomsme 
de sorsian y d mamemn d-: ingrcia. 


doridt dr 2 — Ogfy, 


r 5fi _ jjftf 
v nx 2 g df* 


Q 





Obaerviimfli qtc ;itii rauaddn di movirn:enii» 5:cic b mum? nr\- que Id. ccuicion de ittovintjeniu q-r .-,c obru^. 
afiltriurmcTilc pan In vjfjranSn onjii ludi n a] die hiTTis udrfrjrmc^. rs dccir. 


Uhl 

St? 

m 




n a = E/i, 


li 2 — ti/ii 


fvibr iOE6- LcingiLudmn ds barrgs} 
(vJbcagi^n [Oj^ocljI de e:es) 


Ej cvtdenLe que cuilqujcj[i d? |ui pr^Nemai resueltos en la sec-iS&n dcdieadti 1 Id vibruciAn JoitgRudinul da harrur; puede 
aplicarsc a la vitradoi: -.or~rnniil dc -:;cs 
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32. DciJudr la ecuacitin dc Frecucncia de L vi bra cion 
torsional dis Lm eje de ■wcuiOn circuEnr uni forme cue 
Lieut; cjos rot ores unidos rigidamentu a Ins extre- 
mes, coma s-e muestra en 1 a Henra 5-25. 

Como las ec.aoLcees is ruivimfeTiio pan ia vt&fatian 
tpriiopj! 4p -i=s. rif^uOrcs •. put* In t-i&rnarldn lor.giludirul dc 
ban as ura formes son identical, If. soluston ESnSraE de 3a vibra- 
siin tejf'.: Ulul de cci cilCUlWr-i pur/k' tupreilrse cR L v*^U| er.TC 

tbiTnfL: 

■» 

f) = 2 f Aj cos + H f s-trn p i t {C i p-,x/\i 4- £} s &en piSi'a) 

I * I,?., » . 

dunde a - = Gfp y p | — frecilSidas natural ck del eje. 

La Ltirsion en J«r e-Urcmns del t;e cs proc 1 - Jidda por la fuerza dc inertia de los rctorss, es deLi.- que las condicioncs 
dc cun loom jitn: 



en x — (}^ 
en x -- L. 


■r t (3 a £/£f-) — GFp(Q9fdx) 

J J Q?v f 2 ) — — G J p < ~t) f Bz) 


(0 

tf'i 


dor.de G — ntSdulo cOrtarde de clast i dead, f a u moment? pol;v He nercirt. Pc (/) TencmcH: 

— (jj, GIpfa)D, — d 

V dc (2), 

/ , PjGfj) \ / JJiG7p 

I CQl Pi L/a t- ■ — sAiiptWa. i 6\ 4- ' — — ^— tn ifiL/a i £>j 0 

Lj ccunciin dc liflCUCOdn, HUt i« obl.CrK .juabr.do a eera el Jilcrimiwme dr .os *>ef!ciemc% dt C\ S Pi. ss: 

/ Rii./] J®[G/h, / ■ \ 

P? ; cos Pi.JVa — - rp sen p ( L/a ' J $ + ; sen p L L/a 4 — — 1 cos •■-- 0 

\ Gif, ^ S / 


33. Un eje de s-edcion uni for me y lon^itud L licnc un 
extrej^o ejmporrado y cl otro libre, conio se rnucs- 
frii un Ixi figuru 5-29, Hallar In vibnidnn torsional 
libre <kl cje. 

La sg'.iiKi^n dji'ercncinl de irn> vim lento dt la vEbrneifri 
torsioaal libre del ek es: 

j-ii _ - tF-s 

a« 2 “ 

liun^e ff — lisa plaza mirrao angular y = C7 . La ioiaddil esneflt e£. 

9{x, i) = 



2 fclfe cos^jf — ^Tj sctipjiKCj cftspii/rt 4- Dj Ecnpis/fl) 
i = oa 


Lb contlicjuflea de cottar no eon; 
en x ” 0, 
en x — L. 


i{ 0.,t> = 0 

GUM tax) = . 0 


(0 


doinle / p es e3 mnnieriLLi polx: do uiOj Cjj dd cjt. L'tlliiando i3 ec.-idon, l./l 'entmdi: 

rt' 

«/((>, t) = 2 C,(A, toa Pt t -h sen p t i) = 0 


C l = 0 


y de In etuacion dc cc-fitorw (2jL 

^(tn r f Ji = 


2 ■( sen Pix/apA^ cospa 4- sen 

t-^t.,2. . , 

Pi 


~ 2 — cog PiL/aiiA. cosp,t r /? t sen pj t> 0 

i ■ , 5, , , , f 1 

eQ*p t L/a -■ 0. p h = r>a/2L, donde t = 
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For CQriii^uLenis. La vibnciin i&rsional del cic cs; 

#(jt, l) - 5 

£* LJ 

dcuTot y soa coniiiinws d^crmiaadac dc as 


i*nr- j' , i-tti ^ i^-at \ 

itr sT J, .““1T + 

cr-clc--r.es in Ed ales del pebble m 


l CAP * 


34, Una polea, cuyo memento de inertia es J , csla 
Figiikmcnic imidii &\ extreme libre dc un cjl- urni- 
forme de Joftenud. eon So « muesiru en la figura 

5-30. Eneontrar la eatacion dc frecuencia de Ea 
vi bra cion torsional. 

La Kuac-fia difcrencial maviitiiCjiLii p-dij la nhrac.iin 
roTsional *fc| eje y w caTTcspcintlitite s-Qiucld>n ier^raL ciEan dp- 
das for las lor mu I as; 

5-g _ a dH 

tf( a a i?ijc" 



Ftp, 5 30 


( jr„ i> - 1 


1=1,3. 

donee a' — <?/> > “ irei;gen4?i;i'. nomrakv 


(/IjConFif -P U, icn p c t)(C t him ± f>, sitn p^/cr) 


I iHs aimlid dries dc coat erne c: cst prrHerr s vm 

=3 0 


-G/ptfff/fcsW ±= (?) 

es d*cir, que ei ilespiayjfnieni j unsular del <:_? en di CUCCCmv fljc es Jca.il ± -cer-- y =• monenu fcs:t^mJ.r <Jt- eje en el 
cslrcT.o -ire e<. igjal id mmnsnUJ (Te i n ht " j c« If, pcle.i. 


* 


De la ccnditifin (/> lenenios qae, Ct =■ 0 y He (?), 


G fyPi 

a 


P\ L 


no? 

a 




que cs La frcuaritflt etc frmacncra. 


o 




35. Si nl estt'ema Libre de on eje uniforms de Longiuid 
L se le ^ plica un memento torsional e\temc 7i> 
sen m L conio se indicia en La Figura 5 -jL, encon- 
trar la vibracldn del estado esuicio-rtario del eje, 


La ecyadfin dEftrcacipl dc mnvirniento dc la dbraeiafl 
torstociaJ Lb re eel :j- cs: 

flV _ , OH 

- “ 55 


i!) 



dondc $ - t jraiir. del c^c, a : — G-p. Scats Vihraciun Jel eiiado esuclanarlo 


s — X{x} sc*. u( 


(J) 


Romplasrandfi cn (.j 1 ) flbtcn-cmpi 

e d-X . &X , «* _ _ 

j'i + -\i>“ «ts jt — G o + — j A =■ o 

Por cdosigulentt, .Y(x-) Acon^x/a ; B sen uxja * 

Last comJidoflei de ctmtorftu Ud prvbksna son: la loralAn del ejeend c^ircmfj Tijn ci ijoia! deen.? j si rndmemc re?t?W- 
ri(j(ir de. sje er ?! fiirerBA I; hre es si me meric- icri-Lond sdscado cs decLr. 

.Y(O) = 0, Gt^sidx\. = lt = F fi iiamt t;Ji 

rLondc £ “ mftdulo conwuc (tc^laiild'dacL, /p, - mojiwnio polar dc ■ nereis del <je. 
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Utilimndo U ptiiMAL ecufleidm de (J) aicunlramu que ,-f « ft, y de lAie&unda ccuicidn de (J) icnmw: 


•■- ’ 


GIjBm 

tt)8“ - iCOuif 

ct a 


=- Tf. J£fl u: l 


£ = 


Tur iiomigulen'c h vibr^aAn. tic| c:-[gdo csuietyruifLo es. 


r, ;fl 

( tI - J 




ien— icn mf 

GJjjin a a 


Probkmas propuesfos 

Octe, r miuar vi pertain det nicdQ fiindaFnenia] de vibracion dc una varilid dc ic:r~ dc tongiTlid J.900 pies y peso sperifTcy 
0,3K Ib/pul s , d #||# vftfilta st cansisiern coma una bkriit con nmboa mremat llbres, fte.ip. r = 0 r t2 y£g 

J - ?, Una bunk utafurme de tongJiUd L tiene el CXI reuse iunenor empctraiSo y ti inferior rbre. Como SO 
muc^-a cn 1 j Jyurn --22 Dcmoiirar q-« i>na fucrea jpKciidu repent I n am On Le m d extreme lib re pro- 
due-:’ una deflexion. que cs el dubie de |a produdefe pur esta msma fuerza aplicada gnu dual merits. 

-S'- CalniSar a dcflixidlt dei eulrsmo inferior dc una variiij venical uniforms cebida a su prnpio peso. 

R* S P- Deflexion - Wl : }7£. ccnae * -= pesa tspeclfioj Ac |p- feana, L = Ion Ki tub del;, biff a y 
£ = rufidtita dc cfasticldad 


t^rr.OStj-aE- que la ectmciocl diforeuiruiL lie m nvim icsto <fe III vibi scion longitudinal LibrC de unit barn 
4UC tjwle seixtail [rniveriaL vjrinLilr es: 

d^u 1 fu _ J‘ U' tf 

te* A *x Bx E at* 

JiiniJc >j - ,d |.r} ei, <![ £rtn lie Li se^d'iJn it-n^srsul de Lj bcio 


L 


Fif. 5-32 


4fl, A lodii U Eonfijtild dc unt nga simple men ce apoyida de lon^ tw* £ m Le im prime uns velccidad inidnJ V*. Dedudr la 
es.prc=iiin de Ir vjbfaciirt Irasscriftl hr? rig |,i 

=V Q “ 

Rexp. }f[x r t) = ^ -r- sen iVjr/L sen JUi I 


4], Una ftiefia dawi eyrutimre Fs> actfli sobre d ceuiro dc grandad de una barns uni Forme dc longiiiid L- nima se mucssra 
■cr, lo SfUfa 5-33. Encyntrar la vibfaciin :\ue se produce, si «td f.cnta se qt-M repeal fnaffl-CTile 

” / .hfi—tt/, fl i— i i-a 

{_ly r l>/i I- nr ^ -J- 005 — t 


Risp u{^r r il = 


&m* c*.0{. 4 


I 




"1 


1 


■}\ 


riir. $-33 

42. Cn h fled^n tie Imntfir nn^ Urga variltn de perrar*d6n .w jjplka rcpcntjnw<nte un^ iicm on uei cs.STcmi2 d< eatu, 
DetefT^tdar Ili whraclc-n lo-rlGdladinal rdSuttame. 


, et*Fc 2pLF t - 

Resp. tLl’ir, £} j= \ 


(-i) 1 itX t . left \ 

- r * ' A ,, . M jfl. G05~|^ I 1 -■ cos — - — t , 

ZyLA z*aM i n t . j . . I® L \ L J 


■SJ. L .Uld _r r cr>c:-J lie ■In.: ...-.:i. . : U :J ; * : 1 1 . ri , . J ; its itbrc .j li c .jc;:.. „i nutuMi tie . .j b=rrj u :ili,i <• v/ .c c:.!e si..::e- 

Irda id ur.a r -rhT.icidd lunsitudind'. F^sp. N-o produce ninifin e fee In 
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44. Una baira intirpcmr de bngiutd L ss Hid mavleado a^iaJmcntc cn ur piano horizontal, can vcbdckd 14,. Si la barra 
fhno i?pn:-Ll unu pared -.Hidi) :■ pm 4, .-cmil «r.| la vljiaciia Cfc (,i -lrra" 1 

S V^L 

Rtfsp u[Xj i) - ■ " 


1 i-JF i-a 
S j-jKn— w— t 


45. Ddrjastrar que - I cfcctci dc La eoiYiriccie" I a Lera] Sabre L vi brad on |un i: LlllL: rial dc ana barn underlie es: 

= ^ 

ffv- 

dor.de fi — Ta^on dc Pobsun y : — j r' : dA. 


. «Pu 

n*-a£ ' r dV‘ 


46. Una fji'.ddn fliers a F; sen u i tsta acEagndg c-. cl cxlrcTTio v =0 F p sen « f 


Je lull barru unifisrine da longliud L, com-o if LTfvuc&cra cn la 
fijjuhj. S-W Si Ins dns eiitfcnioi da la barm estfln li'orcs. cr.cc, t- 
:iar a rejpue$:s dt estado esEadonario de la bu:=a. 

Resp. i) - — CO;££C •—• C03 — L — 


Fig. 5-34 


=) Q* 


47. DwLtfT la eouseion de frrcueneia dc |a vibr&eton irasversal de ujvn vies. uniiorme dc -onpiiuc £. *i -in tic lot edremoS 

de t-u CSli fljn v el oLfo libra Reip. ClU k L cosh kL — I 

43. DetEucir la tcuadin dc frecuendu. Je |a ti brad in irasversal Je uni dga umfnmit dt languid L t |l (01 doi extremos de 

cila ssiln Eijc-S Rnp- s»s kl„ cn.-h kL = I 

49. ^Cuul cs cl dnso tc una fucroa Lurtgitudmal e&nitsnLe (tension c compre>iir,} iobre In frceMcndn rainrni dc nn.-n hnrea 
i.mformc cue Tcne nnn v^braneem Lnjjver&El 1 ? 

fa's p. Tcr.ilin: la ErMueixia .mmensa. Compie^iir tu freoirscij J-.runtuye 

5(1, Dudude Li eeuadldii de Irtcacncin dc li> vi brad in Ignyiajdinjl 
dc una varitla siciic QOi .secck'flc; iTa^vcrsales dif;rc?.’.K. 

Aren >.L^ A t y .-s^, rKptcliULnncnte, corn.* muciisj 
en In figura 5-3i. 

Resp- tanp j i/fl 1 tan = .4. ] ^ 1( T l /Are 2 |j = 


Si. Dcmostrar que el Tiranine ' r-^ — represents d el'eelr ds 

0 dxZMfl 

la inerc-d roialoria :c la sn ia ceuadisl •lifcrcseial cc JllC’ 
vimienLo dt Ij irus' bjt ^ ul da *>£&*. 



Fig, &-J5 


SI, Dctermlnfir la .idr irtOn <fc1 m^do =-itad jndno de ana vjja licrtpkmciitc apoyadil de longitttci L que esli bajo la itaqin 
dc mu 2 Tuccza t incrnli'ada F sen %,-x. »ai» «c munira en l:i figura S-Jf 

2^^ 1 i 


Rcsp y{x, i) 


r'Ei 


lit... 


-en htt/L itil 1 hx/L “n 



F □ =en (jf 


TT 


E 


W- 

vT 


mwm 


Fig. 5-57 


53, Probar epic p.iri que |A cfcfle^i^ll eq t| certthu dc Is viga ICA ijjLLJI a CCra, ia sli|UsCaCe c\piC54dft defcc ?cr riertn (vci'-c l.i 
figura. 5-37); sec (y t/o f,/Si t sech (t/o/uL/2.) = 0, 

54, Demostrar que in ccuaci-dt; difcFcndal dc mo^iiRicnto de la vibranon torsinnal dc un eje circular con dilmeuo wiriabl - es 

p(x)/p{») Jg - G ^ T ^ 
dondc pit) en U dtO iidad de ma^a dq‘ malttrldl del eje 
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Vibraciones no iineales 


[NTROnUCCION 

Mudios ; problemas vibracionales de ingcnieria son de luuurakra no lineal, es dear, one las fuer- 

o SSZSZZX? ****** * '« tepbaHJem* v las fuerras de nmortiguVmtll Z 
son proikMoonoks a la primer* pc, tend* de lu velocidnd. Eire Icndmeno tambiC-n se presents en sis- 

bne*l "" "***#** * a preamble. En eUMerosel anfiisls 

bneal usual poede resultar inconvemente en nuchas aplicacionc; y debc, nor Unto, eraolearse m 

an a list a que implies e| uso de eeuacionea dHerentiales no Imeales. el dial es mas esaclo. 

- -^mdmrac wrfefell esendal del esiudio de los Sisteroas no Iineales es que su solucidn general no 

« S os iw&r, sBp r a r’ <omo cn ei cas ° * ■« *•«« a*.™*. i 

casos. en los SiMeittt* no Imeales ocurren nuevos fenomenos que no se pressman en los sisLemas li- 

OGd I wS. 

lineal SSfa* * "““j. 1 ' 1 " nlate ™ aiira3 avanzadiii P™ *1 unallsis y la solution de tfstemas no 
Sgfr 1 b d configaracioncs compljcadas y a sus ecuecioses diferenciales de movimiento no 

uneutes. Aqui presen lames unos pucas tjemplos sendllos. 

VlBIUClONtiS t JHRES SIN A M 0 RT1G LA M J E MO CON FEERZAS 
RESTAURA DORAS NO LINEALES ' 

En la practiua tietien lugar freest entente vibrucjortes libres <te sistemas no amortiguados qu* 
Ibfrml: ^ mmm no l,TieaEes La ^acion difercndal dc mdWin lento tiene la 

d-$ 

+ /(*). = o 

donde T T es el dcspfazamiento y/U) es Ja fuenm rest an factor a no lineal, que «$ una fiincion de j. U 
solucton de la ccuucifri anterior puede tapresarsie cn integrates dipnetu. (V£as,c cl problems 3.) 

VIBRACIONES FORZADAS SIN AMORTICUA MIENTO CON FUEftZAS 
REST A U R ADO HAS NO LIN EALES 

1- ; l ecisaeEoti dr F-er^nci*il dc movijnjitUo cs: 

rfSjp 

T" A*) — ^ C0£ 

dondt x = desplazamiento. 

m lucrza rest aura darn no lineal express da coma ujim fund on Je x, 

Fu cos at = fund on fuetvji externa. 

Ea solucion de la ecuad6n anterior puede obtenerse por cl rmjtodo hiradvOi (Viase cl problems 5.) 


VIBRACIONES ALTO EXCH ADAS 

Vihracjoncs auLoe,tatada.v son Ja> vibraciones auiogohernadas que adquieren su enereia de 
clement^ efiternos. a causa de sus pro pi os movjmiemm perifidicoi. En otrfls palabras la fuerWi dc 
excrtacion cs una luncjon dd dspla^micnio, de la vdoddad o dc] a aeekracion d« la macii del si stem a 
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V?B RACKETS NO IN-r At i S 


[ c; A H . t, 



mcnfe hasia qua sea. balanceada por una ,-Lintidud ig u a] de wiergh disipudu p° r c l cn forma 

tie aniofLijuamiento. La • ib^sion HUioe.'witada ?e reducira. cm unties, u una vibration de estado 


esta cion aria qne liene una nreuenda p-rouma a lu frecuenda. natural del sistema. For ocra pane. % 


In rata de ertcrgta di si pa da cs men or que la rata dc cncrgto absorbida per el si sterna, d movijnitruo 
Me- e.;;e ccntinujita aumcn^ndo tntrr^ia v-tim presume etc el ;• . er, consecuencia. d sisfen::: se rom- 


ESTABILIDAD 

Si la amp, it iid de Ju -ibracion dismmuye co:« el riempo se dice q-i-e d si-f'.ema es liable y si 
a amenta indefini da meats ion e: tlempo. se dice que el sisiriua =s ines table. 

Algunos sislemas pueden parscer inestahlcs para pequeftos perlodos de tiernpo, pero j-ssalmentr 
son enables para period os de tieinpo larsos. En particular. Iof si stem as no Lineales pueden ser mes- 
t a ties para pequeiias magnitudes de movim lento, pero se sstabilizan por si imsmos sobre un ziclo 
Ifmhe para algunos vulares de movimicnio mayo res. Cuando las amplitudes de vi bract dn begun a ser 
grander, los sisteniiis Imeates na reacc ions run Ihcrnlmcntc y entrariui tambien en Un dclo Irmite 
esiuble, 

En S'i- sktsm;^ esLible*. I- energju Loul dd siSEcir.j disminuye cun el liempu. I.a energy perdldj 
gen era I men te se dtsiptt en forma de calor, deb i do a lit fried on, For conssguierue, d umorciguarmenlo 
de ms si stem as estables debe set positive, 

Er lo i si stem as l ne stables sc debe esiar agregando ionitnuamente energies ui si stem a, paesto que 
hay uj" continao ineremento dc lu impilfud de vibraei^n. IMr eon .m;;cnu\ h futrrzy dc amortiauu- 
mien to hace ua trabajo sobre d si sterna. Ea cosisscirencia, ei amort; guamimo de los si Ft cm us : nes- 
, tables es negative. 

Ad, un state im seru i nestable si la parte real de unit cualquiery de las ruEees de I a cunaeifin 
caractcnMicy dc u r. si stem a umorticuad^es positsv.it . e?;o es. 


#i = Ti + idi 
s% = Ty — idi 

ar(t) = e > 1 (A evsdit + B sen dit) + ■ ■ - 


donde .fits, , ’■on J.ls rasiiei de la ecu acidn ea racier Utica o i - 


En ]os sisiemas conservatives se piierle utiii^r el principio dc lu cnergfa potential mini nw puris 
probar Ja estabilidad ce un sistema. Un sistemu sera csiublt en una posldor. de equilibria ?s Ja 
energfu poieneki] de! sisieinu es minima cn csta posid^n, es dedr. 




donde E,P.=i energfa pot end a l del dsiema, 
q = c-oordenadus generalizada.?. 
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Problemas resueltos 

!■ H^ura. 6-1 se dun Jos si stem as vibratorios. Democrat que esios sistemasi tienen jigidez 

variable. 





1 




— d 4 — 

(u> 




Fig. 5 -t 


( J 1 d Eia'Ctnn iimpie masa-iiiorie qui Hi muestra cn Li LE-ra. 6- 1 us), los resorces jfc . cstan unidoa a m llmI-j- g| isemjjo. 
ntientrai quo los rciorici A: udiian s&lamcnte truando el tf«p!juiim lento dc In mftja m a rnpjef que d. Como ju.po< 
-icmOi qn; Jos a i^Tnpn-tin hneatmeaw >“ lai super finis son lus^s, leueir.ijs: 


Fiji = 2 fc l jf 


|-Uii:.‘ij cJ JiH 3 urf-rmcinc es iv.iiLi.: qi Ji c/j 





CS den: u'lindn “| desplfiz-inuer.io de la rasa 't r is rria>3r Liic ,-ih risore-J A. Bn scrion. coir lo ouf.| k 

uumeniu In cosiiiantfi cldsii^a total del a kiema . ftn In ftfluni 6-1 (tr> so Indica In vafind^n de la Alena elUjuca coa 
ol dEsp^flzsujdferito. 


# 



l! 



JT 

-J- 


tVlU L..ln 



(tfl 


Fig. 6-1 


(6) Efl d vomdko que sc rnttcsira en la ftgitid 6-Jfj | j;i, d iesftwlis Aju tstrgra cn wntacto ran In ;j;uia ;urvj a mccllda 
L|us snk hc rfrflectp, C-nndg In relic.Hitiri Sumer; 3, L supfriiiH: tk , ntacm vamhijji aumcpia Pnr tin rci , If. defje- 


J««n huco di-mhuir |a ongirud rf-jitu; Jd v^ladiao, « denr que .1 inayn: ulefl r*j rin, (r.eaof lonuitui clcq: -'a de «te 
Cccrio b rtgjdez dcJ vpiadiao depencic de >.. longs aid efsiitivu, la deflexion dc estfc lufnefllit sj fi]jideit. En resumed, 
el aiswma. :iens ngidez variable, com 0 ic bidica er. la iTsura n-LiJJ. 


2 . Una masa m estS suspendsda pqr un alambre extendido que dene una tension iiticlal T. como se 
atuestra en ]a ngura 6 - 1 . Demo-strar que Ja ecuacieji diferencid de movimiento qus ri^e e! 5 ls- 
terUii nio cs NneaJ. 

Tis el jvoblemn ? d-d cip^uln 3 ;c ho-* vl ■■ n m It-:-, de - pFnhleni.1 pareci-dg. C' -.’I ■ .il *upnrt* quo la icns:.-'in er. 
si siimbre cs CdJiiiante. Aquf icr.d:im^s in .-uinid el efecto de \s. dc In Ldiilfin. P 2:1 un ceeplapj-mienm verncaj 

dc 5,i maid. . 1 . Id LUffii.-.fKiriLjienie dorurmBdon cn el iihmbre. ,, ti: 


VZ.".' r -l -I- u* - L /2 
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l CAP. 


*[ fo^ iluri ■*« mm En cvnitcKn** 1a Tiffin del zimbr* dtxputo M des P | ; Q , Bffl£eflta w4 <r ~ a£ \ 
dendc A * ircii * scceitin Irasverai] * £ r, r| m 64 u\o & ^ricidad. W4 ,J 



Fig. 6-2 


Mtl , C d 3r mL1E5lri ' “ ^ ^ * 2 ' ,a flJSr “ *"^1* Mi J» ffl h direct* >■ « H7 * AEe) 

&efl 4! = ? 

VW - ? 

Suponiendo que et despLaaamiemo >- » pequsjta Dumparadcr ccti L, BnemoK- 

. 1 _ 1 


ViW 


V 2 (L/2) V'l ■!■ i?v/Lp 

sen * = 2yfL - iyi/ni 


= WUZ-iWLP-h ».] 


1 h fir^utr ^ C3 ® hrt ™ N difereneial fe ir^imiemo at* dida pgr 

m V 4- Syfr 1 + jlfc T r) s?n ,? =s Q 

Hem plaza ado i y s^n 9 po' lit ^^prjsioQca cgqrespdiidEeaies, ten os. 

w ■; iT 84 E ( T ■ q 

“ ,T T» ,+ -5-( , -S#V = 0 

* al “ mb "- " - * ****** mm m ► 


3. Un psndulo ssenptc sin friction, como el que se mucstra en d figura 6-3. 
-^e sudta dcsde un Angulo && sin /elocidad initial, (aj DaicuJar la frc- 
cucpcia natural para angulcjs dc osdladqn pequcnos. {h 1 Ulrlii&r dos 
Lermtnos dc bull serie dc po Lend as corno aproximadon de sen 8 y er- 
0.1 n fry r In trecuimrja natural uuli/ando i 11 leu rales eliptioas para 0 q = &0 ', 
(c) Dctenruriar la frscuengia natural uiilizando la forma exact a dc I* 
ccuaeirin diferendai tie movimienlo del pcndulo. 

^ pr - LI ' a Sni!Ljl0i dc asci: 3 dfln F^quefloi. lu ErZLfaeiin dif-ercnciaL de modmie-iu 5 ; c Csi- 
vic-Tte CTi; 

mi- ^ ~ —mgL sen ^ 

0 # + ~ 0 
doeule m hfl femplflitdo Aefi s pzr *• hninnett. 

™ YffJL jraH/iieg, T — ac£ 

Vff/L 

{h 1 R «nP , *wn*i »n e pur ftf - iu ecwcidn lie movimicnito qu^ : 

9 t {ff/L)e — = 0 

t± ' J. _ cPtf $ii) 

KJUemld ~ y dF " “dff ' ahlBBi-mos: 



Re- s-3 


Josue Arturo Cedeno Gonzalez 
Ingenieria Mecanica Industrial 
Universidad Tecnologica de Panama 


Jehova te bendiga! 


\r. 6 



i - r :■ 




C \P. (*] 


VISRACTOKES VO LIKEAl HS 


it! cijsl H-n 


r- 


& 


^ - tf a ) - -f^a - #*) 


= ■/ f * + J Ir'" 

s a f o 

„ = + £<*s+rt 


Hagcmoi 0 — fl^| eou4>: eruouccs, 

V*l ~ ?- = tf-fl «ti *, + coe 2 0)1 

5S — fl s .ten 0 i/i, Li = cTf/df St — -S 0 50, 


Rempltiaiindo eitos valorem en la exprealtin tie <j e imeijraidci. obtafiemr}?; 

t = 


i r* a* 

Vp/I Vl h ^Sod r H COS 11 




oH 


Setj Ari = — ——{pJL — gs^fGL). Entonce^ 
12L 


r ^ “I 

s l " pjU - cge=*)J - \ffih + (ff/Si:)fM a J{l “ fefaeti^) 

1 ji* d$B 

'JffiL - $^/6L J, /l - ft* sen 2 ^ 


Ahora. * 0 = 90* - -/2 y 


t ” 


t = 


•J <1 


1,19 Vwi X Vi - Q.sse sen* ^ 


qus cs U-Jia in L ctfptica. incumpkia tie printer g^nero. En Mnsecueflda: 

4 ^12 ds 

T = 


7,32 


usVff/ZX VT^ksae iwitf v'WZ 


“8 
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rfs 

dt 


l. nkhmJ- 


(-:.! 


c, ti ti 7^n do 1 1 forma eRturLi de 3a ei-bacifin dUlerenciad de mo mfcrto sc Ileus tambten a ana, inaresifoi r.d, pcriorfa 
de OtseilrtGiin <1 i-i romu it una integral c!lplu.i dc primer ftr.cro: 


v T 


i 



dfi 


; fees ?n — COE fl) 




d$ 

Vl — 1 fSy 2'- ten 2 J 



if 

Vl — C- l9sca 2 0 


7,41 

V^L 




Cibsiivam-cn que Ids ffttuhatltJ* 0 Uteri dcs no 3<tri 1 ir-n Lc?. Rn real I dad, el iinfiliiiit dt In parte (a) e» exacts pars 
a,— piiindes dc ascLlacsdn Ttesiorss de 2C. Para un angulo dc FriO°sl periotic ss cesE si dttble que 3 a ra usa sjnpiitud 
muy pqqutflp, Cu.in.dci lu ampliiud ie a pj-o.% j [-r.4 4 I S0 C 4 perfadti de sfdEeo^n apraxiirutrA o tnilnlLO. 


V 

3 


4. Lit a tin dry soJidc- homoEenco Ji; radio r \ masa m 
fuedj sin dcsltitir sobre urt pbrtn hori/onml by jo 
la action de un rssortc lincul k que tiene utia ton- 
gitud Jibrs Lo, como so muc.H 7 a cn [a figura 6 - 4 . 
Deducir lu ficuacidn <le movimienm segtin la prl- 
mera aprositnadon no lineal 

hn cus’quier n Flan t s con si der a do , cl ciLLndro rc rs r.dr 

aleededor del' ptmlo C, que « d punLu An cnniacta s cenif* tn.s- 
tantanc:' tie ^ctoeidad ccro- Pnr tanto, k ecLiicion tie TiDviffiitefl’ 
lit e« ~ J- 9 , donde J c 4- rnr* et si moms n to 

de L iwerc i n del citirdf O eon rcrtpccro nl punnt C. A^, 

f^mr 2 -b mr ! ) V “ — f 3 - r 

[Jionde F s = com.pnr.ent“ horizon Lai de id llieria de3 ff-iOr'X- 

i 



Ftp, 6-4 
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ntsori-e tv 

dL = + - U 

>' I** compile horizontal de Ea fuerza del ?«mrie « r por cowigderts. 


F = - [MV^T & - Lgj] — 

V 1 ^ + x a 

Segin [r primera spraxiiqancEl no lineal. 


VFT* Wi + (*/# 3 jfc-t- «-] 

y L ecu.K-inn tfij mov| m j etlw 5S cuiwfcrtd cn 

I m?-- V - W* ft - L * \ _ 0 

Cdhio nc hay dusliramsenio. 0 = tfr y 9 = */ r; enronm. 

j ■-■« "i 

2 »* -r |l^ T [ 1 ™|( fl . W+1 .. 1 L te = fl 


, 2,t 


T J -1- ^.3 / T _ 

rff 3 3m 


nrr 


v 1 t; * 

qu« represents 31 n sistcmii qiic ticne fucria fuxtauradnr.i ns lineal. 


- 0 


[CAP $ 



’’ mecanico gue lienr una fucria restauradora no lima! ni acciona* » r una aci- 

!ucl6n *■ «» wmo * Kpresenia «n ta siguseme ecu^nfa: 

. tr + ai L — ^ar 3 — F% cos id £ 

LJeierminar Ui vifaracten apro.*imadj del tstndo ciiarionario. 

La fuerza rejtauLadcra no lineal ?vc 4 ,^ J 3e -.n rc .- n , . .■: , 
plttMTiitnw. Si 0 ei BO glttvo j.t fluid** *urn«i« mn 777 ^ Ctlm *ntc por un r e »r lc cuya f&ife V4fk cm et tf«. 
I, tlrs minuye «a el y «di W , ^ 

Coosideraiido uaEcamcDte Flores ptqutms de & \ F, f tenemor 


■x - -h-je — j9t» + f r 0 ms ut 
Stpongamoa unit primers aprosfmadin 6 t k MimAn del esiarip caadwiariu 

*] — A eosjj 


Js scoacion de movi mrenio 5c convicrtCa entires, sn 

^ = -«A cos «i - pA* «*j3 u; + Fg coa ^ 

eos a t3* - | eosy? +- | eoa 3 t i 


T fl ) cog «f - qos Smt 


(0 

(2.) 

(ij 


Aina tn, 

J p:ir Taolu la euwacion tf) puede ejcpfeMnrje COmo: 

xa = — (^4 + |^43 
Jotegrando fa eotacioTT (5) dos recci Dbtaiem«: 

^(i) = -J (*A + f M S - F q ) cos mt + i cog 

^ - - > * ™ pw m ** 

T“ isi — ?"»"-« ,4» »» « P r«„ u „ „ &.. 

furma ique er Jtis sisirtnas con Fucran rcstiurndorit ifneii^ r “ laufa Qra n ° l( neal fa reaoctandR no gpurre cfe la rhiMmsi 
P *“ ^ grande pa^ ima da f "' lbfildfil1 ^ 

par? peqilciittj nitiptitudet ( fe vibraciAn k ^ r t - sedcie 3 que Ea fretMCtlCitt naiurol del 

ampUtKtei d= ,Lta ciS!L 

sactili! to COdlfiirifl pa<i s]slcm»» cun rcsnrtcs blndii.'" "* nHtll ‘ r "' ilUm '“ i " ““ 11 a^pJnurf de Hbruddfl i 
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Ademis. I4 arr.pliuid de vlbracLia pucd* imnwnur 0 4s rm nuti rcpefliinimentc cuaido & fricutiicu, m cru- 
den do o diHmir.-;jfcaco ?e mussira en la hgur.s 6-5 




Kig.G-G 


Pnr.j un.'i inaffiicud Mrtsiaiuc P-, r in flinplaiud de id lire /idn ftunw.itun j. jo largo dc puntos I. 2, j y 4, lEiuadoi 
wbre la. cistvsi, cuaurfo la freeuetuda de nd ratio u aumenl.i leraiamcatc; observe qoe La ampfitud de vibradtin s-dta 
Je! piijuo 2 al pU n L 3. C-jand j Ij. Iret .eciuj dc ex till'd 6 rt w di.-iflJJiyyo letianunltft. Ja ampllHKl dc vlbfidfrB sqjwfd 
Ins punt ns 4 . 5 , 6 v l.d.inito un salLo sar<-:tdo al anterior, del f r, in ? nl puntn 6 h?; sc ccnovc <ofc el /rfftfrat-flo del v.;':o. 

Es ciarb que pa-g una fr:cucr.:ia dc excltacwr, - d a da center dus '..ilrres djie rentes de ampin rad ce vifersdor,, train 
-.a puetle ob^rar cn las iegiaces suitor eadas, tlq Ij± evrvas ri r ,j r , . 1 itmplJtLie He u-Lbrnci Aia -0 u unit nHieMii de In 
f-eCTiencia dc eecitastin y no tlrae un valor Cmfco: «w lwcho =5 cantTP-rso * '<i si 5 ! whs lineals) 

Aai nrfjmo, la vilwaddij fo/LUia dtr sisiemas con fuerza rsiaiiraJors, no lineal, puede le-crj’rscu^am men ares 
puc In frecu-cnda dc excltictip m. Eitfl es coftucido como vibmcfdN luharmdnitti. fcn Loi slstemas cor. fuerrj reMfcirudom 
lineal, las frecuervdas de las vibrations* forzadai soa skraprs igualcs r. Pas f recti eaeias do cscitacion. 


vibracion autqexcitada 

6, Una vi^o; uniforms de longilud I GO pul y ftrsa 
irasvcrsal 0.1 pul 1 esta pivoted a en uno de sus 
ext r cm os. LA peso de 10 tb se flja aJ olio extra- 
mo, cl cual reposa sob re el cerco tie una ruedn 
quo tionc [Q pul de radio y esta rotando a urn 
vclocidad constaote de 1200 rpm, Sea (0,2 — 

0,00 1 y) d csjeficitnie dc roziirmenlo cnirc la 
vi ga y la rueda. dondc v c$ ia vclocidad retativy 
enlfe 3a vjga y \jt fueda on la Ifncu do coiUacto, 

Determinar la vihradAr del pcsi diumli* cn cl 
escremo ce la viga. To mar E = I0(10) fl Ib/puL 
para el material de la viga. 

Esm ci urt.i Lipuj vitfieibn JunocKciM cJn ild>Lda a fried an seej, catrc suptrllciei. L* nmgnlLud dc Ij dc l':lcci4n 

dFitnntuye cuan<lo la veloddad rclativa aumwna. ocasienando un amnrtigiiarTticiUo negaliva quit auswnta la vibrad6ti 
cld iisCcTna. 

La vcloeidad dc un pticira iLcundo wbre d ect<o de la riicdi « J^flOJUiao ’oO) — |2Sfi pul/acg. Ea ui>nvtcueneLj 
L reimrva en e] punso de eoitTncto e?' 

y 

(tends jsemu velocldad dti peso urnda ul itcrerno He la vata. 

I .a fiiBr^a He f'riccino que aClu-: '.ol-fc In vjga ci; 


F = ptf - 10[0f2 -0*001{L256 — i)| = O.OIa - 10,56 



JT 



Fig. 6-6 
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UfeS nts W - la ** — * * '* « M «ft ^ ^ „ 

j „. ._ le ,|nM] P«* poqnsflas 

,, . AE [*/L) - 0,1- i(»fl0) s j/l05 - in nfloa 

Aif. to ecuidfo de m^mfem 9 d£ peso ^ C5; WWQ* 

p iio/tfjsr+ lojoo, ^ o,oi;^ 10]g6 

sr - o^eeiH- 5S6 .wk)cp s- - 4D7 

eti - v * ^lucLon & d C la forma 

?"* “ vK; - !«W - v ISEooo- 0 385 77 _ „ 

Por W? '» «6radoa del ;w jp^ - 0S4 j- s = -«7/sse.(mo = -0,0011. 

afej “ AaV'Wi j0n + 0) „ IX00IX 

2; ggg* " l H ***** tun & mm retoa & ^ 

SB‘iT--a:t: : s!^SSS»ssks5 


(/) 

«-■’) 

U> 



Estabilidad 

7 * £ r amor ; iguamie "- - -d.,*, 

Aplj^cdo 3/ .. , (ifl la ecoac™ diferandilde moWmkwo a 

C«nki4,<k,d 0rfc ,, »*-«-*. = F,i 

mx-rkz = (P,_ c) - 
U «inu6n c, uiBhlfa pjafc „ Frssarsi 

Jondr m miemtfm (de la i?qu:crda « r* ^ L . - 

mass mir.U la eiierjia ^(eneiai del rcsone). ” ™ ^ ^ dt| sbtema < Ci f» en^fc, e j^, Cfl de b, 

siNtcmattfi d Ji a 13 ' $0$ Muc In cut 

*** i si r 1 **** 

tid f Jg #s priei hr*f** de * pasf,iv 

Tar 13 cnc -= Ja 0 ra ainpITtucf de vihracldn £ sf m[ * p <4do = el Jtpk movimjento 

f >, O. Par LOdsi,^ inciHe, e nl^jenra e,s incHliohlri 

t» «.«.<*, <IJ pmUb, puede scrlfcV, c^.. '"' SWM “ 

- F a ) , _ fc 

W .| , , 7ft ‘ r 1 ® 

Lrdo ^ “* ,ri « la ecufldnij (Ji ofcic E terwi \ A 

■ ™ Ia ranwerlsiTfli dd a i STCtS]a 

~ r + « = o 

‘ r t.a - 

dande i=-v^. En (onswueod,, ‘ ^ “ L 2™ J 

* <f) = Mt1 (VT-«^.( + 

***** ; f - «w«n * w w d= 

H fecK^S. " ns!at,vo » f “ » ftWnttslO dd ™ le «. «„ 
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lefrnii 


- 1 pun to 
de id 


ka ck li 

j IOC 

0 unit- 

c ' 1 Odrv 

1 -ncH’ 


(ft 


(J) 




CAift ft] 
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8. Un si&lenia simple masa-morte con amortiguiimicnio e?s uccionad.0 por Una fueria que e.s propor- 
tional aE desplazamiento de 3a rrtasa m. Estudiarlu esinbilidad del 

Utilizanda SF ma, Ea ccimciMi difcresicIaE t£e moviiriienuj es 


fft ar — car + kx = F ti x 


V Gambia ado tl orden 


e - ^ — 

* + + “TT"* = 0 


W) 




Hacicndo X = ■d' i ' 1 en j.. ccuadta [J) chLenemui li ccuic;6n ctiadLcjistsca 

ic\ siitemc 


*§ W 


, _ k-F a 

r- -P -“?* -f — — 0 




J 

A 5 1, 


r. 


c_ j __ f / f y ft ~ 

■" _ _ Y\2wJ m 

il’i'.' - Af.: T i : -I- 


w> 

(fj 


M £ 


T. 


Pip. G 4 


donde/l v 5 son qnnstanies arhiirarias qvc debcn scr cvaluadas de as rondicmn.es miri-slss cs. problem* y r y r: etfin Oa- 
duS pdr [Jj. 


Cuatulo Fw > y. r os podiivo y r^z± negative, dc mndu que 

<X{t) = At r i' + B^ r i f 




dotide In mauftiiud del [Mimer tirirtihn until snta uQti el tiemp&y In del jefundo dlsmltiuy*. Por ConsiguietUc. el mevjmiefltti 
del , i ;istem.: J es c:verg*n le e inet^hle. 

Lfi iVecucndu smorci^ujiia es 


’\j tJ-L 


ft-Fn _ /_£.V 

m 2 m/ 

v si F- es isay-sr que k- la.canliftad aue «ii bafo d radical « Eie,EHlwa > si n: _■ v i rn lirtto cel. Si item a tic- s$ osdEatDrin, 


9, Una mas a m osia fijada a un exiretno de una vanilla rigid a sin peso, la cual a su vet csui uriida a 
otru varilla.^fl, La turillii .-iff cxe£ pEvauda cn tti punto medio >■ *ri sus estreinos lienc dos resor- 
ts <k rigidtz k, como se mueatra en lu figuru 6-9. Estudiar la esinbilidad del si stem a. si el movj- 
mierritj esLa resiringido a I piano de) pa pel. 






Uj ocuaciin dircrcurinl r,c mrvimi'snlu TitS por 5 7/j = 

■jnL 2 J’ — mffL son s — 2kfiL 2 coy s 
<r L — ten (? +■ SiLff rtf-5 s/m — 5 
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Supgoiattio flue leu flnguki rte osallnditi un pedemoi ftjeti 1 an i = S > coi j = 1 y u etuAdLAn de fnbvi- 

micalgsiTi ■■ , , 

L — Il.-sjVjti — p)0 — ■ n y ud « fl = V "Zk.hn “ p/T- rgd/SCg 

Si f c SAsLM, || [Msitavv, Hn esda pn*ieiM cl jltiema *s ewablt « <fcdr t|ud #(*3 = A tus u f t. + ft scam*#. 

Si <7 > afeEr/m, cs -cgaTiM> En eiis pc^idgn ci .ii stems es iiiesi.iblc, ei ri-ccif Qur flC ■ C cush w h f I D se -i, Uji 7 

Yamos i preen r la esu^ilidad del si stem u par medio del prindpio de id eaergiu pnscneisl mfnima, La ciiergk poten- 
tial deL ibltrra 

E,P, “ kL'tfi- - rngrLYl — cos^j 

dorict-r kL 2 9 : CS la CTsrJjia da Ins resortey y mgLf | — 501 i) « la perdidn rig eneftfa dctldft 1 lie paiiddn de hi man nt 
AMra, ' 

— -j- — - rjtjpL ittj a 

= 2 W 

«<- EP -* = o 


De mrrl?, 

J*fh.P 3 


> parsi 


d* 1 


Jfl , 

Je=a 

> 0 Lesemos cut 2kL : ;■ mpL a jt;= que 2 AL/i , pz > j*\ 


■■? -3 


Ptif cint*. la pwiatfn 4 c squ:iibi":> d 0 iflrii wahlc %\ IkLfm > j. o mu. si k ■ wij/’L 

IO* t Un. Eublon de mad era dc longitud L. espesor / y peso TFestfi bafanceado sobre un cilindm semi' 
circular tie radio R. cgmo sc musstra en la figura i? - ’ 0 i..c? ■ Si el tablOn se indirm Ligeramenie, ^ua 
serj h: condiciLJ-n para que buy a eqciiibriu liable en dsta position? 




Pi]?, u-i if 


l NJ 3 

{*1 


Sujymgajnos qnu e| tablen -OsiLla sin dttli^ir Anbrc e| cilindro, cuacdo si ha inclim^do li^eraminte., Vamos a proto r La 
estatilidad de csla pasLgi'Ofl dfi fab! ,n Ulilirunilu cl principio "’la ■ n c-rp l-i poirnciaL m;n m,i 

Er- i-i poricion dcsplsizaca de: LabVsn. qj-c sc muestra en la lr= energls potencial del scisrems sc debt 

unkamepw n ' i ogaliiLui&n Jrl cemro 4s am-, rtlac du] ublin \u. 

F P< ■= ir { ff. + f;2'i cgs $ A Re sen a] 

V la pi UiCra V sem-ida dcrivr ilS (If E. P con rc^cdo 3 ■? scr 

i - — f> — R sen $ — ff/£L sen ^ A R sen ? -i- cos f 


U) 


da 

cPt E, R) 

di/- 


- TT'[— (f/2) eg* s P ffeoaf - R< i ^cn P] 


Emptcanete d prinetplo rte In cticrgU poicncitJ minima. Ltt parte superior d<l dliadro wri uno pesldiu 4e equiiihrin 
esiF-blc si 


d.E.P ■ 


= D, 


^.r,r 


> 0 


cn = t) 


Uc(jJ liarmai qu= J(E Pd/'-tfs - 0 cui^da a = l>; poriasio t — 0 ea naa piisicion de eqiUiCrio- 

E>c 12) obtcneraon. ! > 0 en e - C3 caaijdo ft >;/2: esi can4s4eden«ii b eondiei^a de eciiidibrio bra.* 

bk tablin ti a = 0 ft > i ?2. 
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Problem as propuestos 

1 1. Eil La llgura t-l I se n-. ties Ira uiia msa *j q«.J dssisza 50b re un plann horiiamaJ liso ent~ do* resnrtes lineales que neici: 
una Fi|ii 3 « ^ y kt, resirtfcLbamenlfl', Le* jWEiii no wpofUin ntn^Ofi ejIuefaQ cu&ndo In musa eslk ec la po&id£n de aq,ui- 
librio. EitCOtllfar la frccacndi natural 

. r I 3 

Hesp u- a = — — — = me 'see 

'/m 'V'fcj + V k L 




Up Dcmoitr-ir cue d pHnupici ac la itipcrpo^icion no fi$ fcaiido para erm eeuacidn ijifere^diit wmejariie u k ijfuicnte; 

!r -h fix* = P 

1| h Uji Mblftn Homnfteiwo 4c madam de InngiLud L y C 3 pcs.gr ? rtpesa sabre un sopone *nmt-dfeukr de radio /?, comp sc muej- 
Ifl -;n la fijturd 6 - 17 . Si el tEblor w indicia ligeramenie o&tikrl sin dnlizar sobrt cl .wptme. Er^unlri." Lawjadon £* mo- 
viiMLentg v draosimn que ms liie^l 

. Rnp. ff - 4/2's 2 4- (i 2 - L-Vl^l - - §ff sen fl = & 

M, Dn::m _ :jr si pirFodo de Otcflac^cn H: -j ec . iL-i jci de niovimiento no 'ineal ?. — C- co:i las con del cr.es inrckl-n 
_r(JJ = I y iijJ) = 0. Res?. T - 7..0st|j 

15. Dtr.osl 7 .ir que el nerfoefcj 7 1- an pdndmo Simple sc j projc : : :ia s mfiruia cxirido e. flogulo XtCiaS flu rf aproxlilia a - ’ ! . 

Irt. Uja va:itia deljads >■ bamo^ensa It y.:,^V.:d L cstA p:-*idi ta US. extreme?, de suerLfc iiue L uede ffjrar Li bremenw en :n pia- 
no voriiicaL, como« mu«;rj <ri k figure 6*13. SJ la milk w sudts ta In petfdfr lwri«ji*tal. calcultf k clodded angular 
de esiE irjando pios pc-* .3 posicign verical j el ticmpo requersdo pirJ: TJegar 3. CsM poxicibn. 
ftwp. U — \ r Sff/L ratSi'SCg. tkmpn regudr.do- = See 




C.G. 



Fi(£.Rd3 


Fi^5 I I 


17. Deter miTTiir In priutera. apronisnacon .ti(0 - Lit soluc rn de l_ s. £ aLu:iL« ^■jii.ioie-: 

x 4- ax + /Jfn cos 

f.Cikl « la rcEacLjn frccusnEia-artiplitadr 
finp. = A cos vl- — .'o v 'J: l‘OS 3<ai + we 5xi 

■ • 5 , 0F O 

. - 1 = • + •' -A- . 

IK, I. ,ta m reps' ’i i ^atre y<ta band a. :todcra que se mure a Jins vrigm&id const ait; C ^ ctiro se ingenra >• !■--■■ 
- gura'6.14. Si tl cocfkienLe de rozamicnui tntji bs syperllaes eamaoia dlsmfwayr ligernnietisc cusr.do auiweria la vek- 

cidad rektisa wuc \xa fuperffcks. derrwslfar que a partir de k posid^o dc .'eposo |b4esirtirffS unu. vibs-aeifin ci k masa m. 
ba, : -j la inas mtnksa pertarb&dar.. 
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f CAP. fr 


19. >W* v h Ml. — u «.u » d=! jUtema „uc sn raws «„ «, „ „ 8ura ^ es ^ 




Pi * MS Fijr. S-ifi 

2 Qh Prflbjf ra mtabM ad d* lu Sernas cllvm s .u:idon« otacterbiLcu son 

f * J rfi - 4r t 5 = 0, f£?) ji -l S7 ,a r 3^. o - g 

(o) Ineitafalc. (i) Euablt 

Jfl P"^" * - r kIjSE * P ' n ^ ]o sFmp ' C qVC '■ m ' tc " 1 * crt U HP ™ SMfc 

22. tfm vafillji rftftda tinsfrirme de leneiiud £, y r*-^ w„ t i 

tenants *. come? « rmicatia J | a Tn Z^\ !^! “ trCrn> y atoE ™ «*L r «no u a resone 

kL s > WL! l stia la ^ 6I7< S*s»!r J - wme*. d* mam\m *1 n « em «. 


i 


WAV- 

k 




C.G. 







FEe. S-17 

ty Un pdrlduln iii'f erti-do de ton^icd L 


FI*. S-1JJ 


E^L-udia? h psubilicad del sisicma * ”* ^ ^ ^ ^ rc£0rtr5 ce ft-, coma sc muessre 

2 it / JT \ 


sn Li fijjura 6-l L 


Rts P- s iisterna es enable si f l - ~J > fj//L) 


INI 

etfuj 

mec 

triC(. 

dos 

vim: 

tt.nu 

ptet 

LF,^ 

dor 

ck I I 

AN* 

l0gl£ 
sisLe 
ana] 
nes ■ 
cuitt 
V cn 
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Analogies elecfricas 

IM’RODIX’CION 

Los sistemas mecanicos p tie den. r e presen Liirse v eiitidiarse por medio de s-is circuilos eleccricos 
equivalent**, los cuales s& conslruycn mas f&cilmenl# que lo$ modelos de los comes pond ientes sistemas 
ntecSnicos; de tq-Ui que sea rti&s convenient* temar los resultados ex peri men tales de los circuit os elec- 
tricos equivalences, que de Sos propios rnoddos mecanicos- 

Los df cu iws elietrieos equivalents se obuenen cempjiraitdo las ecu actants de miivimiento tie los 
dos siswmav Uti siswroa mecamco y uno elect rico son artrilogo* si *115 ecu it crones difereneiales tie mo- 
vim cent 1 stm matematkameTite i gualc^s. Giarido esto ocurre. los [ermines corrcsrpondienies ae las dos 
ecu ties owes diferenualcs de movimienU? tamhien sort ar.iiogos, Los circuit os electrics equi valemts sc 
puetkn cot st r lji r uiili/ancto I is Icycs do Kirdihoff. 

LEY ES in: KIRCH HOFt 

Lay de la t arn i on de k-rehhajj Ln ciijlquicr red, ia sum a alsjebraka de to das III- taniiones til rede- 
dor de tin dreuito eerrado etialquicra, es ig'jai u ccro. 

Ley de la com erne de Ksrehhojf: En cualquier eircuiio. la suma algebra ica de las inter? si dudes 
de Las cor ne cites alrededor tie usi nudo cualqutera, cs sgu.il a cero. 

ANALOGIES ELECTRIC AS 

Exist en dos anaioeias eleciricas para los sistemas mecirtieo*: U) analog] a lensidrt-fuena o ana- 
logia titnsu~imiui'fa.ndti y ( 2 } an a log [a wrriwie-fuana o Jtiukgk nuuia'etipudtartcia En rmichoa 
sistemas la aitalogia tension-maiaes la mas at iL pec© en sistemas com plica dos es drfictl dc utilizur. La 
analogia corrkntc-fucr:-i lss mas unit amilogia ffsica que ana analogia debida a la presence* dc ecujcio- 
ncs de movimientt) a L mi lures y cs fficil dc a pi tear. Tiene la veiUajft dc que el circuits elrScirieu y el cif- 
cutio mecunico son de Lt misms forma. La siguiuite labia muestra las dos analogies, icnsiort-fuerza 
y corrknte-lucrza, para sistemas mecanieos- 


Tabk 7-1 


S&tLiii mecinlco 

Siahma 

Anflfull'Efl [Citsi&n-rusrTa 

AnjSog 5 !a CDriienlL'-fueria 

P-in^i ee D’Ajcmbcrt 

L«'y (ic is lensioir de Kirdiholf 

Ley de !a coirieme de K i r child ff 

Grario de iLfccrLid 

Malta 

hTadfl 

Kutrza apHcad* 

J-lerrupegr eerr^idj 

Irtleffliptor e«rfa,eo 

F Fuerza Ob] 

v Ten si™ (™I0 

f CorrisnLe (amp) 

m Masa tlb-itg 3 / puJ ) 

L IjiductinciE (he^rio) 

C C^padtF.acin fa radio) 

jl Dt^p]tLi^r[LjenlL' i Jill] 

q Lirga le'.nomhio) 

rfi = J kJj 

,r VcladdiJ fjiui/'sei) 

i' CttrdFtste tit uni mr 

v Tcm^n t:h uii mi no ivuk) 

c AlFicniEU rnitEcn Lo [3b-Mg/?ul) 

/f Rcibtscicia fotimiy) 

l f R Coiid uel an ei a 1 mho) 

i HLassLcudad rib /pul) 

i/C l/C^paciiandji 

t / I | f in du rein ci e 

EleiiltnCO dc UC&pIffhlfclHG 

FCcmcnto cecruiln a dbi rmiMjLK 

Etfimentfl chtre doi n^dtis 
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ANALOGIES ELECTRIC A 5 


[CAt>. 7 


. . E ? general, para osiablecer los ciremtos el&irieos equivalences de sisiemas meeanico^ a mm 

" C '° an “ S ' rie * c ' sisloma "«**<* 1 “ 

presen Lan estaa luer™ son pueslos er paralelo ysi las fuenas estan en para lelo se recreseman Ij? 

itienifls coJ&cadas en iej'ic* eii Jos drciittos decE-i-rcm ^ 1 “ L L ' 


NL'MEROS a dimension ales 

a LOi ***** #4nw0 » »*w e nj|onal« P»«b. nbtene™ del ana- 

= LJU kJk '- = C * JC <- »VW£=„yEC r Ffkss — vC/q, Mhm » VC/L 


Problemas resudtos 


TC* 7 - 1 ( 1 '™* anil °“ S dd yibralQri ° de ™ «* *** da qxe « 



mQ 


R 

-l'VA.'Vt 


■N 



FSi, 7-1 




Empteado b Icy del sw/irnkmc de Ncwioa, la ecuadfin dtferenciaL de movj^t, *5 


(J-i f/jr 

m lhz ■** tf T 77 + = /(*> 


Paio la red xUztska qye ^ iru«sr a =„ Ea Spira se paedc emblr Jrw ecuacion en la forttt* 


(D 


C j -jMfe j 1 di(t ]- 

C -U* * <ft ' /, V “ - 


dond= 


c " «paci Lancia' ' i = , 

^ vsj 


Hi 




realHkttcio. (r = 

T '^4 :z r 

L ° kdLicunm- ^ -- J vdc + ('{ 0 } t 

J fuenk etc curj iente^ 
v — tensEuri 


11 *** ““ * «mmm> te mmmm 


tJtilirajufc lu fey «* rte/S, * gftigg laeeaaeidn de tens, 6 fl dc In red elfeda neesemucsrrae.la |i*«* 7 - W 


L dt + Bi = 
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PurfeRKK express lil rcujicigii , /| 


JiLa que !c-£ rejIf-BCiiCddo-ii por cjtSS dos CCliaaones sen Snilagos. In 0"as pnlfibrai, \i Lez: j n dc exciLaciOfl vl r i 

cs analgin ii ]j fiicncc dc cxcit^dun f(f). In ccjriente en ta mnllh. f, s* a fa wlot-ldad de Fa mma, i r y iwE aucsniva- 

mcne. t»UL sc mnoce CO me aaaiagia innsd-i.^uctancia o Omio^ia senxiort-fi \ierzs. 

FiHegrajidu ima wi la ecuad^fl l?j con res petti) aj tiernpa, ahienemoi k ectiactin d< sonicate de la red que sc mu-es- 
Ira Cfi Ea fig 'lira 7-1 (i), 



([.3 Kuaci 6fi tf) larnhieu sc prcdcoblener por h |eyd<ia Ccrrieji« dc KirchhoFf . 

l.as ecuadojsei (-*■ y if) soil de 111 miimd forma, 10 Cud Signifies que loi ^tCJKSS rtprescntados por csi£j dos ccua- 
doncs snii anfiTogus, Pgr tamo. la -cotTieFiLe de eticilacitJri iii) es artilnfp n !a j'uerrfii dc c*cif acton /to. la Intamn cn la mo- 
ll a, I, CS £iiiio,gii a la rclocldad lie la maia, e, y asf sucssivarmsmi EoiS sc COAOte COrro analogic maso-CHpacftancia o ana- 
togw wrrimt ir-fn trsa, 


1. Un circuit & eJ£ctnoo con&ta dt un cendep&adar C r un inductor £ y un interrupt or diapue&ios en se- 
tec cojtio st mucstr^ en la figura 7'2(#) + El conden&ador tienc inicEalmenie una carga q < y e! inte- 
rruptor se abre cn un t tempo i< 0. Si el imerruptor se cierra cn l = 0, enconirar la subagutente 
ciirgEi sabre e] trgnttensado"- 




M ■ 




Fig:. 7-2 

Cmplcando Jj Icy fie k icn.sifln dc KirehttofF', ton cciios: 



[/) 


■londe i/ l . jp iiyirj2;i iiabre cl Liiodcitsudcir C- PuesK) qu-, t/q dt - 


f, d ccu^dtSn (j 1 ) lyaedii 




■en ig q(t) — A sen y '1/LC t -5- B coa 1 / BC t 

Eil i, = 0. q = ^ii y as! B - q*. En r = 0. q = i = 0 y por [£nto q =• 0. Entanccs 

q[t) = g.j cos VI ILC t — q.j c-03 a n t 


Por l£n 10 


donde f — — 1 t\fLO cf la frecueniia. natural del sFafema. 


Cumpuicaiosi caic circiiiic elect rice con U n iuunk si^iptc masa-rcsurn Jc j.i solo g, ratio C-. liber, dd. jumn el c -e sc 
crtiieslra cn :a Fiflura "? -2-£-c>': , Ls ccvacLon dc movimiemn dc esle mecaaicp es 



0 


cuya soluci-on ca 


= ifr nos \-kJm t v r g Ges U| ,r 


4 


dcnde.iri' cl dcspla-amrcnto inicioi dc Ja nuija n-i 1 partir GC Ed pemrir-i dc cquiiihrio ejtdlico. 

For eOASigUifiale les das sisLcrnas son ERaJopcs. con L orre$pondkndo i »n. gaj. E/C a IE y 1 

Un — l/V-EC a — '/it/m. 


Josue Arturo Cedeno Gonzalez 
Ingenieria Mecanica Industrial 
Universidad Tecnologica de Panama 


Jehova te bendiga! 

m 


ANALOG [AS ELECT K [CAS 


[CAP 7 


3h bn la fEguia .se miKtstrii ar, sislema masa-resorts de do^i grades de (iberLad Ulil£-/.iir las ana- 
logLas lcn&t>in-fiief 2 G: y cisrriemC’fuerii para ojiubkcer I os a radios dectricos equivalents a 
sisiema. 



/(e) 



(*} 


Fijr, 7-3 


^ tel "b "l » ■ "f* *T ™ *?2 . , ~ ” /( i) 


U'^ ecuaqjiitud de mQvijfltepHi, dadah pur £,f ■= wia, -.on 
<Fr 

rfi 3 - i-i ' ^ "di ' '-J -*'-i “3 dt 

rfjrj rfjf; 

™a-^ Hl e -a + ^ r S “ e ii^- “ A a*i = 0 
I 'c '7^ndo In aiiatocfi ’.inssrr -furrra cue sc diq crj In mis 7- 1 =3? csiia.cioyc-= clcgcr c^'j analogs SQn 
d H 


L 'it m * -HBali* + [~ * gr]/ M< - Bji. - gr J i'i* = 

■(it* i /* i f 

+ Ka + grj H& - «=H - grj ■'. 


t)j;o 


tft *- Q 


r d circuit q ef^lriw a ni lofsi? cs d que is in««tm en 1« Ejtufw 7'2[A}. 

UtiiizaflCO La inalwfa Eoirjt.ne-r-.erza qae as cnccstra sn Is labia 7-1. la; «ua Caine* elertrica.*. anilogus jyn 


Cl 7 T + + OtT ^ J~ “■ dl “ ^ “ rr-l = 

va t r % 1 r 

C* “j r + 7; r- it — — — — Fr dt =2 

<ft J? a Lj J Bj ^ J ■ 


((e) 


= o 


y el rircaitn eiectnc-J UnidnjEn cs. c; que sc rrci:csrrri ca 1-3 fi^U r.t 7-3(<' j. 



F! B , 7 -a<e) 
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4, 


la tigtlra 7-Ma ) sc muesua un s i sterna simple dc momenta torsional con amortEgnamiento, U ti- 
ll zan do la andegia tcnssftn-rnomenro tarsi onal, dibujur ct diagram* dc Los t£rminos elecLncos ana- 
logos si fosde calics si si emu. 



Ll..- ecuiiciriT;K diferenciaEcs tie mtnum Lento son 


Li Lj 



Fig. 1-i 


J 1 b\ -f = T(t) 

/g'cTs i- +• Kisy^ fi.'i - a 

HoTirfs ffi y *un lc* tlecpInzumLcnrcn ?ngu lores dc Joa rotors J i y/j. m peciivuitteme. y ? <3 tteoelKienurde amor* 
dgsamiaicG. 

La analog fa tcnslftn-rn&mtnw torsional a nan extension. dc- Ea analog!! rmnstd^rueria g-c se poede barer deado a 
que hay un-j comp six inalrtia entre siswmai linc-il y r-^adonal Rempk/ando k fuerza nor ?! moflwulo torsional 
cl iSc*pk.'.i.r.icrno hr, CL-., pc-r .. deipkEamift^Ld ir.gulii.'.y sbcsaivaEndnle. Us cc-i«-_ ons-- J* I..- tirminas ana .gos s lo-; 
del tisiema de mo memo lois^tial ion 

di* i /' 

Li Jt + C J 

^ f (»5 - it) di ~ 0 

y el corifispoaflleme diagram a <je it j initios elteirioos ariilagM « el gue it titiijfesua en la flgum 


5 s 


[ 'n sS intern a metiintco esta representado nor Ins sigu rentes ecu:: ci ones: 

A o'i + Bdi — D&\ — E it — 0 
fl ($2 + b$2 A cii'z — e 5/ 1 — 0 

Determinat el csi f cl.:o as los cerminos anaEoaos a las del sistema dado, 

L-ti eeiiaeioats dc movnn icnro midis, lamOiCfl: pueden ebCJibirse a] mo: 

A !?'] + B#! - Df ; - $ f> 

a Vj + + ef'Pj — f fi 


Las corriipOii-dieLites cL-uaci-omes eJcrtriris onSlotZi ion 



{!) 

P> 

(S) 

(4) 


Ls ccuacidfl (J) so obcJaie ULEzarulo la setalo^k to a si fuerza y Is {4 dc .a a mala gk ;airieats-f-jei2ii. 

Eit jfi I'lguro 7A(a) m muestraa las redes eieeirlcas correspondleniea a le.i ecuocioncs (Ji y (V), lai guales sc pvcderv 
•eonir oli -in a ioia rr.alk. como se Ttue.it ‘a en la ?pte 


Lr 


-<o 


W//— 1 
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ANALOGUS ELECTRIC A 3 


[CAP 7 


6, Ulitizundo las artaldglas tension- tuerza y corrieme-fuerza, dibujar loa IcrmiTios ciectricos analogs 
a Las dd ststema mecdn ico qac sc mucstra en La figura J-6(u) y de eJLas dediicir lay ecuaciones 
difercn dales tic rnoviTnicnio. 





F i)f , 7-fi (n ) 

Lu? dreuilui didikos equi blames se dun -en Ijt Jip. ui'. 7-6 (j!>> j 7-6{<fJ 


77?77777ZW77777s?vt, 



An ;lI i ! [J \\. L “ n yci !! - . .. £ IV:: 
rig. 7*G*iv} 


Aflilflgia cOrnicti Lc/ue:ai 
FL^7-G(e) 


J J flJ Mina lfl$ iCL SCtortet dil'r-rtnc^tcH tie TnotimLenLu sun 

TRi j?j - «| j*| - 4 Jf(arj — jr-) 4 fl(a : — *0 Fj te) 

tkjSEt • C;in k 2 z* - k(?T — I 5 ) 4 = FA it) 


7. Esuidiar el comportaAtl^Ato dd siscenia que $e inuestra cn Ea figura 7'7(a) por medio dc sus 
' *ierminos el£cirko$, anaEogos. Los dettientos mecanicos son: k — 50 lb/pul, c — 0J lb -5 eg/ pul. 
m = 0.05 Ib-scg J /puL Fw ~ 5 Lh y u — 10 rad/seg. £e dispone de una induct a net a L dc 0,1 
henrios y unu fuente dc tendfrn aliernu. dc rrscuencia 1 00 rad/seg. 


r L 

2 i t 


Is 

Ttl 


k : 


S^l 


(A) 


t COS lii 



l/k 


(■'r- fca figura 7 -7 [b\ St mUttlrJiL Lcs r j6i -nicLfs tlecsritcs anaJogos 7 let- 'it. =• tren-s m«£mcii, cimv hast cn i dni-Loeij 
^niuiii- fiscal. 
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Del aT'SEiais, dimensional tw«110i fas EEguienKi reknoses ;nLr? el EiMStRS meciirico y sit =is:oTta ddctrico anaiognj- 


u\ f wifk — 

L C 

{!) 

m = 

R 2 C/L 

{!) 

Ffkx = 

vGfq 

U) 


UdflfttMwfc (/) nhlenetiiQS,; 

10^0,05/50 = UKV^IC O C = 100 microlaradioa 


lit 

y dc { J). 


o JE = 2 


F/lfez = 3 /EO-jt - uC/g Lt r = M y Vv)[q!C) 
dori-je >• e> La teiiajiiti IfliprHi. AlfeGfa ticn. La CKpr^ii-'H dc x se pi ltd; cfiL.'.bii 


ofraios 


(Sonde i*e cs la m c.i tic ttniiiin en el cofidcnsad o C. 

Fit cl urn i[ii t ly* deipbilMtlientO* de rus masjn del aislefiUL IRCCanrco consideradO' se pueden nblener cuallluLiira 
y c-jajniiatiramcnic mufcniki las caJda3 d e tension tn fa* cOfrcspoitdiefiles ewnfansaduKa. Per consigiifanie se puede 
csusdfar convex I erne y euidniunumeiitt cl «ntijwi , tnm3ca(ns de un aisJtcma mccimco cdmplejo pot medio de his i-eimirm* 
elect? icsi analogos, los cuatas son biiriios. facLIcs de cambLar y tidies dc obtener. 

8, Hn la figura ?-&(*) se muestra uti sisieina musa*r«one de ires grades dc lil»riad> Uiilizar la 
analogs a tens ion -fuerza p^ra oblener la red etc Ins lerniinos electricos unit logos. 


m 




Ls£ ecuaciOuCS d^ercr-dsLies dc nrovintenLo sire 

Wl/se, i t 1 a; 1 + Je 2 {aj| — ~ /( fl 

»»£*! + kiivi—vi) + ■ctse? — 3 a ) as 0 

UlHfattiwb la rninfagl* lerni^st-fucTjn atitencmos Ins ctuaaories deciricas anifagas 

a § -ff ‘< d < + if «>-«* * if #*** = ftt) 

+ (tg— tg>i? • ~ j (;tn — t'l) dt = 0 

Kih - h) + ^ J = & 

y Li eorrespondieEtc red He uSPniinni ct£iafiGQS analogy!) cs la <tuc f-c eii U ligiira. 
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ANA LOG IAS Pi bCTBlCAS 


[ tlAt 1 , ? 


CAP. 7 


tiiEizando Ea ana lag ia tensiorMuerra, establecer cj drcuho eteeLrice analogs a I sisiema vibratorio 
TrtrwonaJ quo sc muestra cn In figure 7-9{a). 


T cos, 




Lai ecus do di ficrenciaies etc movjjsiienLo .wo 

7 1 '■? I — 71^! T ir,(5 E " di) — f CPSwt 

fli ■ l I >- Si} 4- Jt*f — ;j) ™ O' 

7j d a 4- “So} — 0 

dljndc lit I 6 ion lui i] £■* p I j 7 j rt> ic 1 Oi JU^culttfiCi di lay raldro, Ui ^ Jos cocficicnles lie ncnurt iynurn Itflld, lu K loji cocf]-. 

CLOn’sS etc Ii g^j d=SZ iQTiionnl y T cos »f, d momenta -_li rsm ns • Jpliesdo 

L'n Jizsndo l4i aniJogja teasion-fue^j, ebtencjnus bs ecuaci .Mies el-CCl f*s:a$ iailciis 
dt] , i r 

~ ^ih + | ih = :'CKwi 

J ' i lE + ^ + JT + ^rj “ h) a * = 0 

^.3 “77 + + 7T | - (I 

y d £C!rT.espondli«ri[f circueio e.ecir.co ana logo es S3 Qua sc musstra «n la fipiira 1 ‘9(h\ 


ProHemas propuestos 

10. UtUizand® la analnjfa tension- Fue mu P dibujur e| sMtema el^strico unilogt til <i«emn mtcariioo t\\it ge mu««a la 
rigura 7- JO y d^ it dtduci^ la sruadon djt'crcnda] de movimiento. 



R&if 


R c 

■ 

— V v i vvv 1 

i 

~ , nnn 



7n in + — jtJ + k{% 2 — ;j-j = £l 

- i a ) + A(*i - *jJ - a 
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CAP, 7J 

11- Demo Si rar c|ue Ins circuitos; etearicoF que se muest ran SCI El figuru 7- \i tun anilngns entre si, asf Cdm^ ttlriibifiri |g kan 
a I listeria rr.tganico {Jacto, 


AS A) rtfll %S I LECTft.lt AS 
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Fij. Ml 


12. Deinosctar que h> si^tfmu.i dertricas que sc muestran cn las ti£ura$. 7-12(fr)’ y 7-1 2(c) snn -rcuivajerKVS ai sis Lena, me- 
gArstgci i!e Is lirisri 7 -I ZffiT). 



L x L, 

rWfWh 


'C t 


— i '■ WvVv 1 — 

ijj Rj 


w 


Vis- 7- 17 



fc) 


lA, Dcmsstrar que loi sistemis eLcgEtkem que se ircueslran en las rtguras 7^3^) y 7>1 J(£j wit cquivatcale* pj mr- 

gdoigo ds. In Jlr'i-n 7-].>tdj. 



(fl) 



'M 


it 





Fip. 7-13 
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ANA LOG! AS ELECTRIC AS 


[ CA\*. 1 


H, Demostra. qire el listen a eSoctrico q us se muesua tn la Rjiuru cs clival mte z s j s trma snKamco at Li fi£ ur 

7- [4(a). 



A s,cn i 


Fiji. 7-U 





15. Dibujar el sisutca diuLitcu juibau j. ns ism a lijriLoflfli btiarcltlu tut >t muCil/a tn Lu fi-rurs 7- !5<a). 
Rtsp Vena* i;i fijfurn, “45(tyi 




I A, Eri vi^dOctssticsriarl M represent el ertm pur lam ie ni <y de algunos mwenuTes ji(ir medio det ftjffjclo de 
Vc-LSt. que rnuSiLra er. La fje'io ' - 1 r; Ud Z ACXv la ii£UlLi.’£k ^orHen tc- fuer?(L Jjbyi: e : sislc- 
fna elects ico and I ape u )j repreStfUCttdofl de’ -nodcig de VoiiX. 

Rlip. 


S 


R 


R 


9 


m 


17, La L.iura 7-| muesif* el circulia eLicirico del mods. ' de Mss'JtcLL, CLi represent a el compurLs- 
tnltnta de tin MHidp. Dibuja: la represents cidn n>ecdnirt cejuivafenie. 

Rssp Vca.se Is H^rs 7-[7(Fi. 




J 


1 


* £ 

c_ 


rijr. 7-tfi 
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18. 


L ’ “ ™ am m 1 *»“" M8 ™ n “' * " “***» » «wtai»*r C y y« ratafia * 

r™ T " T', ““ “ sid " n™ *6» -I. E»»q, .»22«S 

Cymprar ta, rapyau, da 1 h wid« OTBlherio . oudMttln <kl Mem. ,u<t M en fa fig,.,. “ft ™' 

flerp. j(() = Jcn VI/SC - [RKLi-t + £ eye VTTTc- (H/ 8 t)at| + X) sw W - 

ffo/L „ , 

^ = " Tit ,e.l d _ tan - t , RM 


v'.i 


^[l/LC - uSjs ™ (J? a /£>z 1 


(If LG ~ «2J 


L 




Fiji. 7-1 


19 , 


Ucilizar el unilir.* dlmensJwal para. lEeduetr Iai SLfuternca cantJdAdjts. 
rnearticns cor; ilk eorriypontlient^ siitiirna^ dccrricoi andiloeos: 


-d.: ^ i- 1 . 1 M-U :. - 1 ; L-i;„ is -. .jk- :"Cl ' i | a =• 


uVWA; ■= u /i'C f e*fkm = WCfL, 


Ffkx = vC/q 


2-0*. Los dements Jllccanicos dd siwemo que as mwestra en Ea figura 7-20 sen: i - 300 lb/pu!. W - 10 b i c „ 0,0! 
lb-*«/pul. a 4* inllliA dnj l<idaie[ni*ria L - 0.01 henrin y las fremtnei-as cJ^oricas .ion 100 veca hs fr«cuenriiLs 
mee&nirs, t c-. -11 sera c) valor dc los Gemes elcilienlos del rircufro Creel rire ffjirf vfl fenw? 

Resp. C = DJ6{ldr fl faradios. R = 0J9 criimias 



FiEe T-aq 



21., Detjmina? I us dcurcnto* dd drcuiio eieuiricp cqaivalentc x sisrema mecSflico qu« :-e mucserg cn k Hgiirs 7 -?|, ^ili- 
fcjintto 3(3 siulogta le.-idUn-TuOTa. Los damemos ntefinicoj sofii £, = |0 ib/pd; Jt: = Ido Ib/pul; * = OJ [(y-seg^puj' 
W i — ]0 lb fFi = 100 fb; F: = 10 Eb jr u = 30 fad/^g, Alguitos dc |p; elemtnLoa cJcctricw. son j C ■ - fara* 
Uus, Cl - 0j-« faradiOi y « e = 100 lj. F uni LinL.ii sobre H-'r coma jujbrc IKj. 

fitrj?, T n sc 0.26, L s - 0.13 hen riot 
R — 100 ohmios 

*1 =" *cjv. *1 = (v Cs M(0,l) 
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